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RESUMEN

El presente trabajo estudia los métodos de subdivision para la diseminacion de la unidad de
masa el kilogramo. Se hace énfasis en el método ortogonal y se compara con el método
Gauss Markov, Minimos Cuadrados Ordinarios y Minimos Cuadrados Ponderados

mediante Multiplicadores de Lagrange.

Se realizaron calibraciones para cada uno de éstos métodos y se realizo el calculo de
incertidumbre mediante el calculo de la generalizacion a nivel matricial del calculo de
incertidumbre. Se realizd también para cada método el calculo de la incertidumbre
utilizando la Simulacion Numérica mediante el Método de Monte Carlo. Posteriormente los

resultados de cada método se compararon contra el método Ortogonal.

Se elabord un procedimiento general para la calibracion mediante el método ortogonal, sin
embargo se le realizaron cambios con respecto a la bibliografia publicada con el fin de

mejorar el método.

Los estimados de masa para el método Ortogonal y para el resto de métodos concordaron
con la simulacion numérica y entre ellos, no obstante el calculo de incertidumbre muestra
importantes resultados ya que el método ortogonal subestima la incertidumbre para todas

las pesas si se compara el método matricial con la Simulacion Numérica.

Se recomienda utilizar otro método de subdivision que pondere la matriz de varianza-

covarianza a la hora de diseminar el kilogramo.



CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS DE ESTADISTICA MULTIVARIABLE

En este capitulo se mencionaran conceptos importantes para entender el desarrollo del
método ortogonal y los métodos de subdivision. Los modelos de subdivision requieren
tratamientos de incertidumbre, algebra lineal y estadistica multivariable que por el
momento no se ha desarrollado en la guia para el calculo de incertidumbre[8]. El uso de los
métodos de subdivision es exclusivo para laboratorios de alta exactitud y la bibliografia
hasta ahora publicada no ahonda en los conceptos basicos para la comprension del tema. Se
pretende dar bases conceptuales para que lograr una vision general del método ortogonal,

los demés métodos de subdivision y las regresiones mediante minimos cuadrados.

Este trabajo supone conocimiento previo en calculo de incertidumbre y metrologia de masa.
El objetivo es el estudio de un caso muy especifico de las curvas de ajuste y el calculo de
incertidumbre aplicado a la subdivision. Por lo tanto se recomienda que el lector consulte

las referencias citadas para una completa comprension.

El trabajo al ser de la escuela de Ingenieria Quimica debe seguir sus lineamientos. El marco
teorico se desarrolla como una serie de conceptos que pretenden explicar los resultados. El
marco tedrico podria ser mas didactico y de mas facil comprension si se hubiera
desarrollado de la mano con los resultados, no obstante se intenta hacer lo mas

comprensible el tema con una serie de definiciones que se presentan a continuacion.

1.1. Promedio marginal [16]

Si una variable aleatoria, y, existe, se puede decir que el valor esperado de esta variable

sera el promedio, y se expresa de la siguiente forma:

E(y)=u (1.1



Especificamente;
H =D X, p(x;) (1.2)
i=1

donde p(x;) es la probabilidad de ocurrencia para cada valor x,

Para variables continuas y aleatorias, el promedio se determina mediante la integral de la

funcion de densidad probabilistica, multiplicada por todos los valores de esta.

Hi = J‘_O:Cxif(x)idxi (1.3)

1.2. Promedio aritmético[16]

El promedio aritmético de una muestra es la suma de todos los miembros del espacio al que

¢ésta pertenece, dividido entre el nimero de elementos y se determina mediante:

Z o (1.4)

Vilido solo si las probabilidades de ocurrencia son similares. También se puede expresar el
promedio de la poblacion mediante el simbolo p, lo que se hace es aproximar su valor con

el promedio de la muestra.

1.3. Mediana



En una serie de datos acomodados en orden ascendente, la mediana sera el valor del centro
para un numero impar de datos y para un ntimero par de datos sera el promedio de los dos
valores centrales. Suponiendo n valores la mediana sera definida de la siguiente forma para

un arreglo par de datos..

M=V (1.5)

2

Para un arreglo impar de datos se define de la siguiente manera:;

P (1.6)

De las medidas de tendencia central, la mediana es el estimado mas robusto a cambios en la

variabilidad de los datos.

1.4. Moda

Para una serie de datos, la moda sera el valor de la muestra con mas ocurrencia, en otras
palabras el valor con mayor frecuencia.

En un histograma, la moda seria el punto mas alto de este, la mediana el punto donde se
dividen dos areas iguales bajo la curva, y el promedio el punto de gravedad de la figura.

1.5. Valor esperado [17]

Para variables aleatorias discretas x,,x,,x;...x, el valor espero (esperanza matematica) se

calcula de la siguiente forma:

E() =Y x,p(x) (1.7)



donde p(x;) es la probabilidad de ocurrencia para cada valor x,

Para variables continuas y aleatorias, la esperanza es una integral de la funcion de densidad

probabilistica, multiplicada por todos los valores de ésta, expresada de la siguiente forma:

E(x) = [ xf(x)dx (1.8)

La funcion de densidad de probabilidad, es la derivada de la funcion de distribucion de
probabilidad y siempre sera mayor o igual a cero. Ademas su integral o area bajo la curva
es siempre uno. .

Para el calculo multivariable, la esperanza matematica para una variable discreta de

probabilidad p,(x,), cambia a la siguiente forma:

Xij

Y para el caso de una variable continua con funcion de probabilidad f;(x;)sera:

0

E(X,) = [x,f,(x,)dx, (1.10)

—00

El operador del valor esperado, funciona como un operador lineal, cuyas propiedades se

muestran a continuacion.
E(a-x+c-y)=aE(x)+cE(y) (1.11)

Siendo x, y variables, que pueden ser matrices o vectores, donde a, ¢ son constantes,



Suponiendo que X es la matriz de valores aleatorios, el valor esperado de X sera la matriz

EX),

_E(xll) E(xy) .. E(xlk)_
E(xy) E(xy) ... E(xy)

E(X)= (1.12)

E(x,) E(x,) . E(xy)]

1.6. Momentos [16]

El momento, es una funcion de orden k, que se define alrededor de un valor c. Si el valor
alrededor del cual se define la funcion es cero, la funcién se considera centrada en el

origen, y se define de la siguiente forma.
m, = x" f(x) (1.13)
i=1

Sin embargo si se quiere definir con respecto a la media, el momento se puede definir

como:

my = (=) f() (1.14)

i=1

De la ecuacion 1.14 se supone, que el primer momento con respecto al origen sera la media.
El segundo momento con respecto a la media sera la varianza,;definida de la siguiente

forma:

o =2 (x,—u) p(x,) (1.15)



El tercer momento se le llama simetria,y mide el grado de dispersion, el signo se conserva
por ser una potencia impar,y permite ver cuan corrido hacia un lado estd la funcion de
probabilidad. Idealmente si, una funcién tiene un indice de simetria, se dice que este es

simétrico.

El cuarto momento de define como curtosis este es una medida de la concentracion de datos
alrededor del promedio de una distribucion aleatoria. A menor curtosis, menor varianza, y
esto implicard una curva con un pico mas alto. Una mayor curtosis implica una mayor
varianza debida a desviaciones infrecuentes en los extremos, que se oponen a desviaciones

comunes de medidas menos pronunciadas.

Existe ademas una definicion que permite tener una medida independiente de la escala de

medicion, estos son los momentos estandar:

n

(x—p) f(x) (1.16)

1.7. Varianza [17]
La varianza de una variable aleatoria, y;, se define como el valor esperado de la diferencia

entre la observacion y su valor medio al cuadrado. Es importante tener en cuenta que el

valor esperado del error sera cero. Por lo tanto la varianza se define de la siguiente forma:
2 2 2 2
o; ZE[(yi_:ui) J:E(yi )_2:“1'E(yi)+:“i (1.17)

De (1.17) suponiendo que E(y) = u se obtiene lo siguiente:



o =Ely})-u/ (118)

Especificamente, para el caso de una variable discreta de probabilidad p,(x,) se plantea

como:
o =2 (x,—u) p(x,) (1.19)
Y para el caso de una variable continua con funcion de probabilidad f(x;) sera:
o’ = Io(xi — ) £(x)dx, (1.20)

La varianza de la muestra es una medida de la dispersion, para una ecuacion de p variables,

donde i=12,3...,p yn datos, la varianza se expresa de la siguiente manera:

n

(v s, (1.21)

S | =

s, =
=

Sin embargo, se propondra una notacion alternativa dado que posteriormente se utilizara un
arreglo en donde la varianza caerd en la diagonal principal de una matriz cuadrada de

varianzas y covarianzas. Esto se observara en el capitulo 2. .

Para este arreglo se tiene que la varianza sera:

n

S =5. =

(v, —u ) (1.22)

S | =

J=1



El subindice lo que mostrard en un arreglo matricial. La raiz cuadrada de la varianza de la
muestra, es conocida como la desviacion estandar de la muestra, y tendrd las mismas
unidades de magnitud que las observaciones.

1.8. Varianza de la poblacién

La varianza de una poblacion de n datos es calculada de la siguiente forma:
, &Y (1.23)

1.9. Varianza de la muestra

La varianza de una muestra de » datos es calculada de la siguiente forma:

: M (124)

1.10. Desviacion estandar de la muestra

La desviacion estandar de una muestra de » datos es calculada de la siguiente forma:

(1.25)

Este valor tiene mas sentido fisico ya que tiene las mismas unidades que la muestra.



1.11. Desviacion estandar de la poblacion
Similar a la desviacion estandar de la muestra, la desviacion estandar de la poblacion se

obtiene de la siguiente manera:

(1.26)

1.12. Covarianza [17]

Si se tienen dos variables (llamadas 1 y 2), y n datos para cada una. Para observar el
comportamiento entre variables, se obtendrd una medida lineal de la relacion entre estas dos
variables, llamada covarianza de la muestra, definida como el producto promedio de las

desviaciones con respecto a las medias respectivas;

n

([ . (1.27)

I |~

Sip =
J=1

Se puede observar que si no hay relacion mediante estas dos variables el valor de s,,

tendera a un valor de cero.

Es importante saber que si dos variables son aleatorias e independientes el valor de la
covarianza es ¢,” =0. EIl término varianza implica un valor para un nimero infinito de

datos, en contrapartida al valor de la varianza de la muestra, asi como el la covarianza y la

covarianza de la muestra.

Asi la covarianza entre dos observaciones es definida como:

0,2 = B[ - )y, -1, (1.28)



Expandiendo los términos se obtiene:
GijZ:E[(yiyj_yi/uj_yjlui+lui/uj)] 1.29)

Sin embargo teniendo en cuenta que E(y)=u yque E(u) = u ,la expresion se trasforma

en:
2
Oy :E[(yiyj _ﬂfﬂj)]:E(yiyj)_ﬂiﬂj (1.30)

La covarianza de la muestra serd en términos multivariables de la siguiente manera,

n

S =lZ(y,-j—u,-)(yk,~—ﬂk) (1.31)
n

J=1

Con i =1,23...,p,ademas de £k =1,2,3..., p, esta expresion muestra la relacion de todas las
variables de un sistema multivariable, en donde si son valores de la diagonal, vemos que la
expresion se transforma en la féormula (1.24), la cual representa la varianza de la muestra
antes descrita. Es importante, ya que en el capitulo 2 se mostrara que se utilizara una matriz
varianza-covarianza, en la cual los elementos de la diagonal serdn las varianzas, y los
elementos alrededor de la matriz seran las covarianzas entre variables, segun las variables

correspondientes
1.13. Coeficiente de correlacion [17]
Normalmente la covarianza, es expresada de forma que no dependa de las unidades de

medicion. El coeficiente del producto de momento de correlacion (o correlacion de

Pearson) se define como:



n

(yg,' _/ufxyk; _/Uk)
Sk j=l

- - n (1.32)
\/g\/a \/ (yz/_ﬂf)z\/z(ykf_ﬂk)z

J= =

1.14. Matriz identidad

S e define como una matriz cuadrada de dimension nxn, con su diagonal principal,

compuesta por unos y el resto de los elementos con valor nulo.

1.15. Matrices Inversas

Si existe una matriz B, tal que : B, A4, , = 4., B, = I,.. , entonces se puede decir que B es

. -1 ..y, -1 .
la inversa de A4, y se denota A”. La condicion para que A exista es que

¢,a, +c,a,..c,a, =0, siy solo si los coeficientes ¢ sean todos cero, esto es lo mismo que

decir que las columnas de la matriz sean linealmente independientes.

1.16. Operador de proyeccion [6,19]

Suponiendo dos subespacios 2 |, , €, y su interseccion es el espacio vacio, &, de
forma tal que E = Q, @ Q,, y que cualquier vector X € E tenga una descomposicion Uinica
X=X, +X, con X, yX, perteneciendo respectivamente a €,Q,. A la representacion

P, X — X,,(PX = X)) selellama la proyeccion de X en Q, alo largo de €, .

Este operador es una matriz idempotent. Una matriz idempotent elevada a alguna potencia,

da la misma matriz original,

A =4 (1.33)



ademas de ser un operador lineal es unica .

Otra propiedad del estimador proyeccion se obtiene de suponer que E=Q, ©Q,..Q, ,
entonces existiran F,...F, matrices, idempotent que ademas, / = B +..F, y PP, =0, con
una Unica forma de descomponer X =X, +X,+..X, perteneciendo a €,Q,..Q,

respectivamente.

1.17. Operador de proyeccion ortogonal [19]

Siendo €2 un subespacio de E y Q" el complemento ortogonal de Q, el operador P que

proyecta Q en Q" es conocido como proyector ortogonal si y solo si P es idempotent y
Y P es hermitiana, siendo X una matriz definida positiva. Este concepto es la base de los

minimos cuadrados para su resolucion vectorial.
1.18. Matriz definida positiva

Una matriz simétrica de dimension (nxn) se dice que es definida positiva si para cualquier

vector x” de dimension (Ix n) se cumple la desigualdad x” Ax > 0

1.19. Ecuacion de Welch-Satterthwaite [§]
Esta ecuacion permite estimar los grados efectivos de libertad para una funcion y. Los
grados efectivos de libertad son funcion de las componentes de incertidumbre y sus grados

de libertad individuales.

TEut (1.34)



Esta relacion permite estimar la relacion que existe entre la incertidumbre estandar y la
incertidumbre expandida ya que mediante los grados efectivos de libertad se puede

aproximar el factor de cobertura que brinda la distribucion z.

1.20. Simulacion numérica por el método de Monte Carlo [19]

El método de Simulacion Numérica por Monte Carlo (SNMC), combina distribuciones de
probabilidad de las variables de entrada de acuerdo al modelo de medicion y brinda valores
para la variable de salida [12].

El método tradicional que es presentado en [12,14], es para un modelo de varias variables

de entrada y una sola variable de salida.

X,— Y=f(x.X,.X,) —7Y

Fig. 1.1. Modelo de medicion con varias variables de entrada y solo una variable de
salida.

Sin embargo, al igual que en el caso de la aplicaciéon del método GUM, la Simulacion
Numérica por el Método de Monte Carlo descrita en el suplemento 1 de la GUM [12] no
considera el caso multivariable de salida. Para la estimacion de la incertidumbre de los
estimados de salida (estimados de masa de las pesas) se hace la generalizacion del

procedimiento de SNMC al caso multivariable [10].

X)(l Yl :f(XlaXza"'aXn) — Y
’ Y2 zf(XlaXZr“ﬂXn) — YZ

X, — ¥, =f(X,X,,..X,) — 7Y,

D9eees n

Fig. 1.2. Modelo de medicion con varias variables de entrada y varias variables de
salida.



Las distribuciones de probabilidad de las variables de entrada son combinadas de acuerdo
al modelo de medicion correspondiente y como resultado se obtienen distribuciones de

probabilidad de las variables de salida.



CAPITULO 2
METODOS DE SUBDIVISION/MULTIPLICACION DEL KILOGRAMO

En metrologia, los modelos de subdivision/multiplicacion del kilogramo son una necesidad
ya que la trazabilidad de los valores de masa hacia la definicion del kilogramo, es a través
de los prototipos de platino iridio de valor nominal 1 kg, ej.. el k21(prototipo del CENAM).
Para generar la escala de masa, la calibracion de pesas de los diferentes valores nominales
desde 1 mg a 1 t o mayores, se requiere comparar pesas de igual valor nominal o una pesa

contra un grupo de pesas que en conjunto formen el mismo valor nominal.

En este tipo de modelos de subdivision/multiplicacion (en adelante llamados solo de
subdivision) se realizan mediante una serie de comparaciones que a su vez generan un
numero igual de ecuaciones en donde las incognitas son los valores de masa de las pesas (a
excepcion de la pesa patron involucrada). Generalmente estos modelos se utilizan por

décadas p.e. 1 kga 100 g, 6 100 ga 10 g, etc.

El sistema de ecuaciones se resuelve para encontrar los valores de masa de cada una de las
pesas que satisfacen la serie de comparaciones dentro de ciertos criterios de ajuste, ya que

en la mayoria de los casos se utilizan sistemas de ecuaciones sobredeterminados.

La solucién de estos sistemas implica un mayor ntimero de mediciones y el uso de
matematicas mas complejas que para la calibracion de pesas por comparacion una a una,
sin embargo, debido a la necesidad de generar la escala de masa a partir de 1 kg y a la
posibilidad de obtener resultados muy confiables al introducir patrones de verificacion,

estos métodos son recomendados para la calibracion de las pesas clase OIML E1[1].

Los métodos de subdivision se resulten mediante los minimos cuadrados para el caso
multivariable. A continuacion se explicaran los desarrollos y los tratamientos de cada uno

de éstos, dandole énfasis a las diferencias que existen con el método ortogonal



2.1. Minimos cuadrados ordinarios

Los minimos cuadrados o regresion clésica trata de minimizar la distancia cuadrada de las
variables de salida con respecto a su media [ 6, 16]. Este concepto fue aportado desde hace

algunos afios por Gauss [13], la funciéon a minimizar es la siguiente.

§*=(x—m) (x—p) 2.1

S = i(yi _j}i)2 = Zn‘,(yi _(:éo +Ié1xi1-"+:ékxik))2 =0 (2.2)

Por ejemplo derivando, con respecto a uno de los parametros e igualando a cero.

22 =2i(y,-—(Bo+ﬁ”nxﬂ-..+ﬁkx,-k))(—1>=o 2.3)
05> s .
Y =D 3, =By + D fixyt D Bix, ) =0 (2.4)

Se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas soluciones son conocidas como las ecuaciones

normales.

Los minimos cuadrados van a tener el inconveniente [13] que no toman en cuenta las

unidades de medicién y podria esto no tener significado en su uso. Ademas no permite ver



si los datos son consistentes con el modelo, ademas de no calcular la incertidumbre de los

estimados.

2.2. Teorema de Gauss-Markov

Suponiendo un modelo de la siguiente forma:

X X o X B € b2
Xop Xy e Xy B, €, Y
+| .= . (2.5)
_xnl Xpo oo xnk_ _ﬂk_ _gk_ _yk_

En donde el valor esperado del error es:
E(e)=60 (2.6)
Siendo 6 el vector nulo
E(se"y=W (2.7)

Y W una matriz definida positiva, entonces el estimador sin sesgo de minima varianza de f

sera:
B=(x"="x)" x7sy 2.8)
Al que le correspondera una covarianza del error

Elp-pNp-p) = (x7sx )" 29)



2.3. Método ortogonal

El objetivo de este método es disefiar una matriz de disefio, X para que sus columnas sean

mutuamente ortogonales. Si la condicion de ortogonalidad entre columnas se satisface, se

produce una matriz varianza-covarianza con elementos nulos fuera de la diagonal principal.

2.4.1. Modelo de calibracion ortogonal

El modelo sera el siguiente:

Xp=Y-e

Donde:

(2.10)

X esuna matriz de mxn, llamada matrizde  disefio, para este caso formada por

ceros y unos, segun sea el esquema de comparacion. El caso clasico para una

configuracion 10™, 5", 2", 2" /1", 1" trabaja una matriz 12x6

Y esun vector aleatorio de las observaciones en donde se incluyen las correcciones

apropiadas, dimensiodn por consiguiente 12x1, algunas filas son las mismas.

e es el vector del error del ajuste de dimension 12x1

2.4.2. Funcion a minimizar

La funcion a minimizar, en el método ortogonal es [4],

ST=0-»"-9

(2.11)

La ecuacién representa los errores al cuadrado S*, donde, jes el vector de los

aproximados del vector Y.



2.4.3. Vector de Proyeccion Ortogonal- Método ortogonal

El vector proyeccion para el método ortogonal es,

P=(x"x)"x" (2.12)

Con X la matriz de disefio. Este vector es un operador que brinda la distancia minima de

los errores, en otra palabra los minimiza.

2.4.4. Estimado de los valores de masa

El estimado ,@ se calcula mediante la siguiente féormula, la cual es la solucion de los

minimos cuadrados ordinarios el estimado se calcula mediante el, operador proyeccion:
> Tyv ! v7
ﬂOrtogonal = (X X) X Y (2 13)

En donde los elementos del vector S, son los valores de masa que se reportan como

rtogonal >

correcciones.

2.4.5. Tratamiento de la de la restriccion e indefinicion( masa de referencia)

El método ortogonal debido a la singularidad de la matriz de disefo, y en la busqueda de la

matriz de disefio apropiada, introduce la restriccion de la siguiente forma:



500g 200 200 1
+ + +

S

0 100 AL(diferencia s)
0 AL +m,
AL, +m,

AL,

AL,

AL (2.14)

AL

AL,

AL,

AL,

ALIO

S + o +

+
-1 +
—+

|
o + + + + +
+ 4+ o + |

I+ + o +

+ + + o

Como se observa en el sistema de ecuaciones anterior, el valor del patron se suprime de la
matriz de disefio para dar lugar a una nueva matriz, que contiene la restriccion en la
columna de los valores de Y. En otras palabras la columna de la pesa de 1 kg se encuentra

al otro lado de la igualdad en el sistema de ecuaciones. El valor de la restriccion del modelo

esta agregado como una correccion del vector AL en las dos primeras comparaciones.

Para el método ortogonal se cumple la condicion o> # W , debido a la correccion el valor
certificado, el cual contiene una incertidumbre que no sera semejante al de las diferencias.
La condicion ¢°I =W es el principio de los minimos cuadrados, si esto no se cumple el
estimado no sera el optimo, como el estimado del método se calcula mediante los MCO,

este estimado no es insesgado de varianza minima [7].

2.4.6. Columnas mutuamente ortogonales

Existen procedimientos para diagonalizar' la matriz (X X ), éstos fueron expuestos por
varios autores hace algunos afios y mejorados por George Champman del NRC [4]. El
método presenta euristicos para obtener la matriz ortogonal X . La matriz de disefio se

escoge teniendo en cuenta que se desea hacer el menor numero de mediciones posibles.

! La matriz del método ortogonal, no es estrictamente la definicion de matriz ortogonal, en realidad es una matriz de columnas

mutuamente ortogonales, que produce una matriz ( X'Xx ) diagonalizable.



Aunque existen varios disefios ortogonales para un mismo sistema de comparacién® se

analizara la matriz mas utilizada en la subdivision mediante el método ortogonal y de la

cudl se hablara en los futuros ejemplos. La matriz de comparacion es la siguiente;

1 1 1 1 0

11 1 0 1

1 -1 -1 -1 0

1 =1 =1 0 —1|( By
0 1 -1 1 —=1]] By
0 1 =1 1 =1]| By
0 1 =1 =1 1 || Bu
0 1 -1 -1 1 |{Bu-
0 1 0 -1 -1

0 1 0 -1 -1

0 0 1 -1 -1

0 0 1 -1 -1

AL +c,,
AL, +c,,
AL,
AL,
AL,
AL,
AL
AL,
AL,
AL,
Al
Alg,

(2.15)

Como los juegos para calibrar son pesas que cumplen con la recomendacion OIML R-111,

no se analizaran los disefios con pesas con valores nominales de 300 g. Muchos modelos

se pueden plantear para cumplir la condicion de ortogonalidad entre las columnas. Este fue

el aporte de este trabajo hecho por Chapman y Romanowsky en donde se plantea como

disefiar matrices ortogonales para diferentes valores nominales , en adelante, se propondra

la matriz de la ecuacion (2.15), que es la 6ptima para los arreglos 10™, 5", 2" /2" 1", 1"

El método planteado por estos autores brinda una serie de pasos con los cuales (X X ) sera

una matriz diagonal. Las reglas son los siguientes.

e Las ecuaciones pueden quitarse de la matriz, o pueden repetirse, varias veces.

2 . . .
No se hara referencia a estas otras matrices pues esto queda fuera del alcance del proyecto



e Las filas pueden ser consideradas similares, si difieren en un factor constante (aca se
toma solo la matriz de disefo X).

e Lapesa referencia serd la de mayor valor nominal (Chapman, difiere con Mihailov).

e Si una fila de la matriz de disefio, es combinacién lineal de otras dos, estas seran

llamadas equivalentes (aporte de Chapman).

Al realizar todos estos pasos, la matriz de disefio produce la siguiente matriz diagonal.

025 0 0
0 0,1l 0

X'X)'=| 0o o ol 0 (2.16)
0 0 0 01 0
0 0 0 0 o0l

La matriz anterior es sencilla algebraicamente, y la solucion se puede expresar también de

la siguiente forma:

(AL + AL + AL + AL +2¢,,)

4
(AL + AL = AL = AL + ("AI' 4" Al ) + (T AT +" Al ) + (T AI +" AL ) + 2¢,,)
10
AL + AL — AL — Al — ("AI" +"AI" ) = ("A" +"AI" )+ ("AMA"AM ) + 2¢
po| (BhraL-aL-alL-ar, 5)10( AL + (AP AL ) + 2¢,,) 2.17)
(All — Al’; + (ll AZ"5+HAl|l5" ) — (|| AZ"6 +"Al"6" ) — (H Al”7+"AZ"7" ) — (H AIYV8+”AZ”8" ) + Cref»)
10
(Alz — AZ4 — (" Al|l5+"AZ"5“ ) + (ll AZ"6 +"Al"6“ ) — (H Al”7+"AZ"7“ ) — (H AIH8+”AZYV8“ ) + Cre/ )
10

Esta solucion fue util debido que no existian herramientas de célculo, y muchas veces las
matrices que se obtenian eran complicadas de resolver sin computadora. Esta solucion
expresada de forma explicita es la misma que multiplicar el vector proyeccion por el

vector Y.



2.4.7. Matriz varianza-covarianza

La matriz de varianza-covarianza se obtiene de la siguiente expresion,

V(B )= (X7 X) 5 (2.18)

La componente de varianza debida al ajuste de el método ortogonal o7, se obtiene de,

o= (2.19)

Donde e es el vector de los errores y m-n son los grados de libertad del ajuste

El método plantea al igual que los demas métodos de subdivision el uso de una matriz de
disefio, una masa de referencia (patrén) y un patron de verificacion. El patrén de
verificacion podra ser cualquiera de las otras pesas a las cuales se les conozca su valor de

masa e incertidumbre.

La matriz de covarianza contiene en la diagonal principal las varianzas de las pesas, los
demas elementos son cero, por eso al método ortogonal se le conoce como método de
covarianza cero. El concepto de la covarianza cero se ha mal interpretado en algunos casos,
es importante diferenciar que la covarianza es cero unicamente debido a la componente del
ajuste. Si el proceso de pesada no se realiza en el vacio las pesas van a estar correlacionadas
por medio de la densidad del aire, ademds que estaran correlacionadas debido a que la

referencia es la misma para toda la década.

Este método es rigido, pues las condiciones que se requieren para que el estimado y su
incertidumbre sean adecuados no permiten su uso para algunos casos de la subdivision. La

bibliografia pide [4]:



e Que la década sea comparada con la misma balanza, no siempre es posible realizar
la sudivision en una sola balanza o comparadora.
e Ladensidad del aire se considera constante, esto no necesariamente se cumple.

e No permite ningln error sistematico

2.4.8. Incertidumbre tipo B para el método ortogonal

El método ortogonal calcula la incertidumbre tipo B de forma independiente, al calculo de

incertidumbre tipo A.

2.4.8.1. Incertidumbre debida al patron

El método utiliza un factor de ponderacion [3] 4, el cual sera igual a la relacion entre la

masa a calibrar m_ y la masa de la referencia m,

h=—=
p (2.20)
P
La incertidumbre debido al patron sera:
h-u(m.))=u, (2.21)

2.4.8.2. Incertidumbre debida a la densidad del aire

La incertidumbre debida a la densidad del aire sera:

2 2 2 2 2
u, =\/uHR Fup Uy, Tup tug (2.22)



Con u,la incertidumbre de la ecuacion del los gases ideales y u,, . la incertidumbre de la

ajuste

ecuacion utilizada para el ajuste de la densidad del aire [2]
2.4.8.3. Incertidumbre debida a la pesada en el aire

La incertidumbre de la pesada en el aire para cada pesa se calcula de la siguiente forma:
V. =V,h) u,” =u, (2.23)

En donde V, es el volumen de la pesa a la cual se le calcula la incertidumbre y ¥ es la pesa

patron.

La incertidumbre tipo B se calcula combinando la incertidumbre de la pesada en el aire con

la incertidumbre debido al patrén, una vez combinada la incertidumbre tipo B sera:

o =NU, (2.24)

2.4. Método Gauss Markov (GM) [6,7]

Este método pertenece a los minimos cuadrados ponderados, los cuales son métodos que
minimizan la funcién chi-cuadrada. La diferencia con MCP-LM radica en la matriz de
ponderacién que difiere a la matriz tradicional. El método GM, al igual que todos los
métodos de subdivision, es una adaptacion de los minimos cuadrados para el caso
multivariable. El método ha sido principalmente expuesto por Walter Bich del INRIM,
antiguo IMGC, fundamentalmente en busca de una matriz completa de varianza-

covarianza.



2.5.1. Modelo GM

El modelo ser4 el siguiente:

XB=Y-e (2.25)

Donde:

X es una matriz de mxn, llamada matriz de disefio, para este caso formada por ceros
y unos, segin sea el esquema de comparacion. El caso cldsico para una
configuracion 10™, 5", 2", 2" 1", 1" trabaja una matriz 6x11

Y  Esun vector aleatorio de las observaciones en donde se incluyen las correcciones

apropiadas, dimension por consiguiente 1x11,

La funcién de Y es una funcidon de las siguientes variables de acuerdo a la ecuacion de la

pesada en el aire:

e Diferencias de lecturas de la balanza
e Densidad del aire
e Volumen de las pesas

e Sensibilidad de la Balanza

p es el vector columna de los estimados de masa de dimension 6x1

e es el vector de errores de 11x1, el cual tiene esperanza matematica cero.

2.5.2. Funcion a minimizar en GM

El método GM se resuelve bajo los mismos conceptos a los MCO, sin embargo la funcion a

minimizar es 2, al igual que MCP-LM



=== (2.26)

La formula (2.26), tendrd una distribucion chi-cuadrada, 2 con v grados de libertad

cuando el vector de datos Y tenga una distribucion normal-multivariable con varianza, la

matriz W2,

2.5.3. Vector de Proyeccion Ortogonal-GM

El vector proyeccion para el método GM es,

p= (XTW—lX)—lXTW-l (2.27)
Con X la matriz de disefio y W su matriz de varianza-covarianza asociada
Para GM, la matriz de disefio mas utilizada sera:
-1 1 1 1 1 0
-1 1 1 1 0 1
0 -1 1 1 1 0
0 -1 1 1 0 1
0 0 -1 1 -1 1
X={0 0 -1 1 1 -1 (2.28)
0 0 -1 1 0 0
0o 0 -1 0 1 1
0 0 0 -1 1 1
0o 0 0 o0 -1 1
1 0 0 0 0 O

El altimo reglon de la matriz representa el valor de referencia, para el caso de este trabajo el

valor certificado de la pesa de 1 kg.



2.5.4. Estimados de las pesas para GM

El célculo de los valores de masa se hara mediante
B=(x"wx) x"wy (2.29)
donde £, son los estimados de masa. La matriz de covarianza serd la siguiente

w=Jda, (2.30)

De esta ecuacion se obtiene una matriz simétrica donde cada uno de los elementos sobre la
diagonal principal seran las varianzas de cada una de las pesas, y los elementos fuera de la

diagonal seran las covarianzas entre las pesas.

Se puede observar que existe diferencia entre ésta matriz y las demas matrices de varianza
planteadas por los demés métodos de subdivision, la diferencia radica en que los demas
métodos unicamente toman la diferencia de las lecturas. Esta matriz va contener todas las
fuentes de incertidumbres del modelo, las cuales los demas métodos tratan por separado
como incertidumbres tipo B. El método incluye la incertidumbre de la referencia, que no se
toma a la hora de realizar el ajuste en los demas métodos, la pesada en el aire, la cual hara
que exista una correlacion entre las pesadas, la diferencia de las lecturas, la incertidumbre
del volumen de las pesas involucradas en cada comparacion, el ajuste, y segun la
complejidad y necesidad del modelo se debe incluir la diferencia de temperaturas, la
diferencia de centros de gravedad, y la sensibilidad de la balanza. Para el caso del analisis
que se realizard no se tomaran mas que las incertidumbres enunciadas en la metodologia,

no obstante el modelo puede aumentar de complejidad.

El Jacobiano es la generalizacion de la derivada para el caso matricial. Para el caso anterior,

el Jacobiano multiplicado por su mismo valor transpuesto, hacen la funcion del coeficiente



de sensibilidad. Si el Jacobiano se multiplica por la varianza al cuadrado produce la
generalizacion de la ley de propagacion de la incertidumbre para el caso multivariable. Es
por esto que se le llama la “generalizacion de la GUM para el caso multivariable o

matricial”.

Para el modelo antes propuesto el Jacobiano de la funcidn Y serd la siguiente matriz

JV Jajuste J (23 1)

u

Con sus respectivos coeficiente de sensibilidad

oY
=— 2.32
W= a7 (2:32)
La derivada de la funcién Y con respecto a las diferencias de lecturas AL
oY
J = 2.33
La derivada de de Y con respecto a la densidad
oY
J, =— 2.34
s (2.34)

La derivada de de Y con respecto al volumen de las pesas

v=AL p, V gyl (235)



Este modelo podria contener mas o menos variables, ademas su uso es sumamente util para
el célculo en otras ramas de la metrologia como son el ajuste de curvas. Para el caso de

curvas de ajuste ver [19].

¢ serd la matriz compuesta de matrices de varianza covarianza.

¢AL ¢AL »Pa ¢AL N ¢AL ,ajuste
¢AL s ¢ ¢ N ¢ ,ajuste
Pa Pa Pa Pa >4

¢ = (2.36)
¢AL,V ¢pa,V ¢V ¢V,ajuste
¢AL ,ajuste ¢pa ,ajuste ¢V,ajuste ¢ajuste
Donde
Py es la matriz de incertidumbres debido a las diferencias de la balanza para cada

una de las comparaciones y;.

¢ es la matriz de incertidumbres debido a la densidad del aire para las diferentes
comparaciones y;.
b, es la matriz de incertidumbres debido a los volumenes de las pesas y el patron

para cada una de las comparaciones y;.

B 8 la matriz de incertidumbres debido al ajuste de los y;

Py, €S UNA matriz de co-varianzas entre la densidad del aire y las lecturas de la
balanza para cada una de las comparaciones y;

$,,,  ©s una matriz que contiene las distintas correlaciones para cada y; entre el
volumen y la diferencia de lecturas de la balanza.

Brs qjuse ©S UNA matriz que contiene las distintas correlaciones para cada y; entre el ajuste

y la diferencia de lecturas de la balanza.

B, e €S UNA matriz que contiene las distintas correlaciones para cada y; entre el ajuste

y la densidad del aire en el momento de la medicion.



By que €5 UDA matriz que contiene las distintas correlaciones para cada y; entre el ajuste
y el volumen de las pesas que intervienen en cada comparacion.
$,, ©suna matriz que contiene las distintas correlaciones para cada y; entre el

volumen y la densidad del aire al momento de la medicion.

Vale decir que esta es una matriz simétrica ya que la correlacion entre dos variables es
siempre la misma. Se puede observar que la covarianza o correlacion de una pesa con si
misma es su varianza, como se mostrod en la teoria estadistica del capitulo anterior (1.22).
Segun sean las suposiciones hechas por el metrologo, algunas de estas matrices de
covarianzas seran cero, pues no existira correlacion en algunas de las variables. Para

observar el célculo de cada una de estas matrices observar [7,11].

En este método W tiene el objetivo de introducirse en el operador proyeccion antes visto

P= (X X )_IX ", al estar W introducida inversamente tiene la funcion de ponderar,

dandole un peso a cada una de las variables con respecto a su varianza. Cuanto mas

completa sea W mejor ponderacion de las incertidumbres y los estimados se obtendra.

Esta ponderacion permitird el uso de diferentes balanzas o comparadoras en una misma
década. Esto no es posible para el método Ortogonal [4] pues como antes se explico el, da
un tratamiento uniforme a las fuentes de incertidumbre pues reparte uniformemente la
contribucion de las diferencias de las lecturas, no distinguiendo si éstas se deben a distintos
comparadores 0 no, o si existe mads o menos contribuciébn en una de las fuentes de

incertidumbre.

El método ortogonal en contraposicion incluye la regresion unicamente la incertidumbre
del ajuste y una incertidumbre debida a la balanza (observar en el capitulo de
incertidumbres), la incertidumbre tipo B la calcula mediante una proporcion lineal de las

componentes.



Los demas métodos de subdivision consideran en su analisis de incertidumbre, tinicamente
la incertidumbre debida a las indicaciones de la balanza [7] y no incluyen las relaciones

que podrian existir entre cada una de las variables anteriores.

Tampoco al método Ortogonal es posible realizarle la prueba Chi-Cuadrada [13], para
corroborar cuanto se ajustan los datos a la curva, ya que su origen es el método MCO. Esta
desventaja no la posee el método GM , el cual al ser estimado mediante los MCP permite
corroborar la consistencia del ajuste. La diferencia radica en las funciones a minimizar,
mientras en el caso del método ortogonal la funcion a minimizar es la misma que los MCO,
la ecuacién a minimizar en el caso GM serd la ecuaciéon de los minimos cuadrados

ponderados:

2.5.5. GM, tratamiento de la singularidad

En el GM el tratamiento de la singularidad se realiza introduciendo el valor de la restriccion

a la matriz de disefo. Los minimos cuadrados aplicados a la metrologia de masa tienen el
dilema [6] de decidir si atacar las singularidad de la matriz (X' X)™', mediante algin

método, como podria ser introducir los multiplicadores de Lagrange, o por el contrario
introducir un valor de restriccion, en este caso el valor de la referencia, que es el caso de

GM, violando la condicion;

W =cI (2.37)

Que es el principio de los minimos cuadrados ordinarios. En el caso de GM, se cumple las

siguiente desigualdad:

ol +W (2.38)



Esto tiene como consecuencia que el estimado normalmente utilizado MCO, no sera el
optimo ni serd el estimado de minima varianza. El estimado GM serd igual al estimado de

los MCO, son iguales para el caso de varianza similar

El estimado GM, segln el teorema del mismo nombre dard un estimado insesgado con
minima varianza. Existe la ventaja que este modelo de resolucién no ocupa ninguna

suposicion acerca de la distribucion de probabilidad de los errores [7].

2.5.6. Diferencias de GM con el método Ortogonal3

e Diferente matriz de diseno, lo cual producira diferente correlacion entre las pesas.

o Tratamiento de la indefinicion, el método ortogonal despeja el valor de las restriccion
al lado de las y; ,el método ortogonal la introduce en la ultima fila de la matriz de
disefio, ademas utiliza la incertidumbre de la restriccion para la regresion mientras el

ortogonal hace una ponderacion proporcional para cada pesa.

e Ponderacion de los estimados y varianzas, el método ortogonal no pondera los
estimados ni las incertidumbres, en contraposicion al GM. El estimado del método

ortogonal no sera el estimado insesgado de minima varianza.

e Cdlculo de incertidumbre tipo B, el método ortogonal calcula por separado las
incertidumbres tipo B de las tipo A y las tipo B no las utiliza para la regresion, el

método ortogonal calcula de forma conjunta las incertidumbres.

3 Las diferencias entre métodos se exponen en otros trabajos del autor [14]. Este trabajo se limita a comparar los métodos con el método
ortogonal.



e Correlacion de las pesas, el método ortogonal arroja correlacion cero entre las pesas.
GM contiene una matriz de varianza-covarianza mas completa, ya que incluye todas las

relaciones entre las pesas.

e Cantidad de mediciones, el método ortogonal, asi como se expone en la literatura [4],
solo hace una medicion para un ciclo, por lo que no permite tener un estadistico

confiable. E1 GM, no pone restricciones al tratamiento estadisticos.

e Imposibilidad de utilizar dos comparadoras u otras condiciones, el método ortogonal
unicamente permite trabajar bajo condiciones de igual varianza, por lo cual no permite
que existan grandes cambios durante la medicion, esto implica que el método no es
aplicable para pesas en donde las condiciones no sean las ideales presentadas en la
literatura el método GM tiene una aplicacion mucho mas amplia, debido a que en su

matriz de ponderacion se toman en cuenta todas las variables del modelo.

e Prueba Chi-Cuadrada. Al método ortogonal no se le puede realizar la prueba de ajuste,

en comparacion al método GM, el cual la permite [13].

2.5. Minimos Cuadrados Ponderados solucion mediante Multiplicadores de
Lagrange (MCP-ML) [3].

2.6.1. Funcion a minimizar

La funcion a minimizar en el método es la siguiente [5]:

272=0-N"W3(y-) (2.39)

Sujeto a la siguiente condicion,

f(B.y)=0 (2.40)



La formula (2.39), tendra al igual que en GM una distribucion chi-cuadrada, y2 con v
grados de libertad cuando el vector de datos Y tenga una distribucion normal-multivariable
con varianza, esto se debe a que ambos métodos son métodos utilizan la ponderacion.

2.6.2. Operador de proyeccion ortogonal para el método MCP-ML

El vector de proyeccion ortogonal para el método MCP-ML es el mismo que el de MCO,

sin embargo los elementos X'y Y, son vectores ponderados que se definen posteriormente:
nT ” -1 nT
P=(x"x"'x (2.41)
Este vector brinda la distancia minima para los errores de Y

Los nuevos valores seran Y y X, estos son ponderados de la siguiente manera [3],

X” — W%X (2.42)

Yll — W%Y (2.43)

2.6.3. Estimados de masa para el método MCP-LM

El vector de estimados de masa se obtiene mediante la multiplicacion del operador

proyeccion por el vector de observaciones, la solucion del sistema estara dada por,

Buen =X X7) X"y (244)



La solucion es la misma que para el caso de los MCO, no obstante los valores de la matriz
de disefio y el vector de observaciones se encuentran ponderados por un factor, que le da un
peso a cada uno de los estimados y a cada una de las incertidumbres.

La matriz de ponderacion se calcula de la siguiente forma:

o, ?
Sy
2
0 (O_O]
$s
0 0 [&J Simétrica
S3
2
0 0 0 (“]
Sy
0 0 0 0 [GJ
S
W ; : (2.45)
0 0 0 0 0 (GJ
S
2
0 0 0 0 0 0 [U]
S
2
0 0 0 0 0 0 0 (‘7]
Sg
2
0 0 0 0 0 0 0 0 ["j
S9
2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 [UJ
Sio

Donde s; es la desviacién estindar de la media de las diferencias de masa. El otro

parametro de la ponderacion se define de la siguiente manera:

o= M (2.46)

Como toda ponderacion la suma de todos los elementos de la diagonal de la matriz W sera

igual a 1. La ponderacion anterior supone que no existe correlacion en las mediciones.



2.6.4. Matriz de varianza-covarianza

La matriz de covarianza se obtiene de la siguiente expresion,

coByer )= ()("T)(")fl X (X"TX")A X (2.47)

Esta matriz de varianza covarianza es una matriz incompleta [3]. La matriz solo calcula

covarianzas tipo A. Las otras covarianzas deben ser calculadas de forma separada.

Si método MCP-LM en su matriz de ponderacion considera todas las variables del proceso

sera similar al método GM.

2.6.5. Tratamiento de la indefinicion

La matriz (X X )_1 es singular, por lo tanto se le agrega el multiplicador de Lagrange A,

para quitar dicha singularidad. Por eso la funciéon a minimizar queda de la siguiente forma

[5],
===+ 24 f(B.9) (2.48)

Este método agrega la restriccion a las ecuaciones normales, en lugar de agregarla a la
matriz de disefo.

La ventaja es que conserva la condicion esencial de los minimos cuadrados que pide igual
varianza para todos las observaciones, por lo que el estimado que se obtiene es un estimado

insesgado de minima varianza.




2.6.6. Incertidumbre tipo B para el método MCP-LM

El método MCP calcula la incertidumbre tipo B, al igual que los métodos ortogonal y MCO

de forma independiente, al calculo de incertidumbre tipo A se explico anteriormente.

2.6.6.1. Incertidumbre debida al patron

El método utiliza un factor de ponderacion [3] 4, el cual sera igual a la relacion entre la

masa a calibrar m, y la masa de la referencia m,

m
h=— (2.49)
mP
La incertidumbre debido al patron sera:
h-u(m,)=u, (2.50)

2.6.6.2. Incertidumbre debida a la densidad del aire

La incertidumbre debida a la densidad del aire sera:

2 2 2 2 2
Uy, =i Flg g ity (2.51)

ajuste

Con u,la incertidumbre de la ecuacion del los gases ideales y u la incertidumbre de la

ajuste

ecuacion utilizada para el ajuste de la densidad del aire [2]



2.6.6.3. Incertidumbre debida a la pesada en el aire

La incertidumbre de la pesada en el aire para cada pesa se calcula de la siguiente forma:

V.-V, h) .upf =u, (2.52)

En donde ¥, es el volumen de la pesa a la cual se le calcula la incertidumbre y V), es la pesa

patron.
2.6.6.4. Incertidumbre tipo B

La incertidumbre tipo B se calcula combinando la incertidumbre de la pesada en el aire con

la incertidumbre debido al patrén, una vez combinada la incertidumbre tipo B sera:

utipoB = \lur2 +uB2 (253)

2.6.7. Diferencias del método MCP-ML con el método ortogonal

e Diferente matriz de diseiio, que producira diferente distinta incertidumbre vy

correlacion entre las pesas.

. Tratamiento de la indefinicion, el método ortogonal despeja el valor de las restriccion
al lado de las y; , el MCP-LM la introduce la restriccion en las ecuaciones normales,
los cual permite mantener la condicion de igual varianza que es intrinseca a los

minimos cuadrados.

e Ponderacion de los estimados y varianzas, el método ortogonal no pondera los
estimados ni las incertidumbres, en contraposicion al MCP-LM. El estimado de MCP-
LM sera el estimado insesgado de minima varianza, mientras que para el método

ortogonal no lo sera.



Correlacion de las pesas, el método ortogonal brinda correlacion cero entre las pesas.
GM contiene una matriz de varianza-covarianza mas completa, ya que incluye las

relaciones entre las pesas tipo A.

Imposibilidad de utilizar dos comparadoras u otras condiciones, el método ortogonal
unicamente permite trabajar bajo condiciones de igual varianza, por lo cual no
permite que existan grandes cambios durante la medicion, esto implica que el método
no es aplicable para pesas en donde las condiciones no sean las ideales presentadas en
la literatura [4], el método MCP-LM tiene una aplicacion mas amplia, ya a que en su

matriz de ponderacion permite ponderar algunos cambios

Prueba Chi-Cuadrada. Al método ortogonal no se le puede realizar la prueba de

ajuste, en comparacion al método MCP-LM, el cual la permite [13].



CAPITULO 3
PRUEBAS PARA EL CONTROL ESTADISTICO DE LAS MEDICIONES

El control estadistico de las mediciones permite conocer mas acerca del proceso de
medicion y es una herramienta que permite verificar que las mediciones se encuentran en
los limites establecidos como limites de control. No necesariamente, para el caso de los
ajustes de curvas, un valor dentro del EMT (error maximo tolerado) implica que el valor de
los estimados de masa sea el correcto. Un proceso de las mediciones controlado permite

identificar algunas posibles fuentes de distorsion.

Para un modelo de subdivision se pueden hacer las siguientes pruebas estadisticas:

e PruebaF
e PruebaT

e Prueba Chi-Cuadrada (dependiendo si el modelo pondera las incertidumbres o no)

3.1. Prueba F

La funcién F, es la relacion del cociente de dos funciones con una distribucion chi-

cuadrada.

Esta prueba permite comparar si las desviaciones estandares de dos poblaciones que son
estadisticamente  iguales. Existen dos formas de comprar la prueba F

[www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda359.htm];

e Prueba F con dos colas

e Pruba F con una cola



La prueba F con dos colas supone que las desviaciones estandar no son las mismas. La

hipétesis nula serd H, : o, = o,. La hipotesis alternativaes H, : o, # 0, .

La prueba F para una cola prueba si una desviacion es mayor que otra. Para este caso la

hipétesis alternativaes H, : o, > o,.

Esta prueba estadistica compara un valor critico F con un valor F experimental. El valor de

F se calcula de la siguiente manera:

F=— (CRY

En esta prueba compara un valor nuevo con la desviacion estandar ponderada s, .

Posteriormente el valor calculado se compara para un grado de significancia de la siguiente

forma:

F S F'critico (32)
Esta prueba permite tener cartas de control del comparador de masa
3.2. Pruebat
Esta prueba es de gran importancia para los esquemas de diseminacion del kilogramo. La
prueba cosiste en incluir una pesa incdgnita de valor conocido dentro del modelo con el fin
de comparar su valor con los valores obtenidos en el ajuste.

Al igual que la prueba anterior, la prueba t permite verificar la confiabilidad de las

mediciones.



La prueba se basa en el estadistico de Student para muestras pequenas. El valor de t sera el

siguiente:

=

t (3.3)

Shistorica

Donde las diferencias obtenidas se comparan con su desviacion histdrica.
Una vez calculada la correccion del patron de verificacion el valor de Student debe cumplir

la siguiente desigualdad:

t=< tcritivo (34)

3.3. Prueba Chi-cuadrada [5]:

Esta prueba sirve para poder comprobar si los valores medidos, z;, estan dentro de la
incertidumbre de la matriz de covarianza con un cierto grado de significancia.

Si el modelo es linearizable, el valor esperado de la funcion Chi-cuadrada sera igual al
nimero de mediciones, menos el numero de de variables ajustadas mas el nimero de

restricciones
E[;(Z(QA’;Z)}:m—(m+k)+n:n—k:v (3.5)

Los valores de Z, se asumen que van a tener una distribucion multivariable normal, con

media { y varianza X, entonces la funcion (3.5) , tendra una distribucion chi-cuadrada con
v grados de libertad.

La probabilidad por lo tanto, de encontrar un valor chi-cuadrado, °, mayor que un valor

7 (8 ;Z) observado con v grados de libertad, sera:



1—P{zz(V) < ;ﬁ(é;Z)} =p (3.6)

Si el valor p es menor que un valor o, se debe rechazar la hipotesis que los valores del
modelo de medicién son consistentes con los valores medidos, con un dado nivel de

significancia.

Aunque la condicidon de normalidad en Z, no siempre pueda ser satisfecha por completo, se

debe hacer esta prueba ya que un valor significativamente mas alto en y°(£;Z), que el

valor esperado y°(v), indica inconsistencia, no importa la distribucion.

Aunque la condicion de normalidad en Z, no siempre pueda ser satisfecha por completo, se

debe hacer esta prueba ya que un valor significativamente mas alto en y*(£;Z), que el

valor esperado y*(v), indica inconsistencia, no importa la distribucion.
3.4. Desviaciones Normalizadas:
. . . . " . . . . .
Un valor es un “outlier” si la diferencia (z, —¢;) es significativamente distinta a cero, con
. . . . N .
respecto al valor de la desviacion estandar de esta diferencia, u(z, —¢;), la cual es definida

A
como la desviacion normalizada, donde z; es la variable medida y ¢, su estimado .

A

(Zf_gf) _ (Zi_gi) -d

A - i (3.7)
u(z, —¢;) Vu(z,)* —u(s,)’ i=123..m

El valor de la desviacion normalizada tiene un valor esperado de cero y una varianza de
uno. Un valor absoluto de d, mayor que 2, serd un valor muy desviado no importa la
distribucion de la variable aleatoria d. Este método servira para caracterizar los valores muy

desviados.



3.5. Valorz

Este pardmetro indica, la posicion con respecto a la media en unidades de desviacion
estandar. Se define de la siguiente manera, segiin sea la muestra o la poblacion lo que se

analiza. Para la poblacion se tiene que;

z="— (3.8)

Para la muestra:

z=2"Y (3.9)

Valores negativos, implican que la observacion se encontrard al lado izquierdo de la media.



CAPITULO 4
EQUIPO EXPERIMENTAL Y METODOLOGIA

El proyecto inicialmente fue planteado para desarrollar el método ortogonal, ya que es el
método que se utiliza en el laboratorio nacional en Costa Rica. Para el Centro Nacional de
Metrologia (CENAM, México) era mas util hacer un estudio de todos lo métodos de
subdivision y comparar su desempeio. Por ésta razéon el trabajo expone el método

ortogonal comparandolo con todos los métodos de subdivision.

El trabajo compara cada método de subdivision con el método ortogonal, y valida el calculo
de incertidumbre mediante la simulacion numérica por el método de Monte Carlo (SNMC).
Los métodos analizados fueron el Ortogonal, Minimos Cuadrados ordinarios MCO, Gauss
Markov (GM), Minimos Cuadrados Ponderados mediante operadores de Lagrange (MCP-
LM).



4.1. Diagrama Experimental

La figura 2.1 muestra el diagrama del equipo experimental utilizado en el laboratorio.

Figura 4.1 Diagrama experimental para la calibracion

4.2. Equipo Experimental

Cuadro 4.1 Equipo experimental

Equipo Fabricante Tipo Intervalo Resolucion
Pesas Sartorius OIML-RI111-E;  1000-100 g
Balanza - Mettler AT-1005 10 ug

Comparadora




4.3.Metodologia

Para el trabajo, se tomaron datos de una calibracion donde se consideraron tres ciclos de
comparacion ABBA para cada diferencia yi, de acuerdo a la matriz de disefio
correspondiente [2].

Para unificar el tratamiento de datos y poder observar las diferencias de cada modelo, se

consideraron como variables del modelo las siguientes entradas para todos los métodos:

y:Am_pa(I/r_Vx)_gajuste (21)

Donde,

Am es la diferencia en lecturas de la balanza entre la pesa (o grupo de pesas) r y la pesa (o

grupo de pesas) x,

p, es la densidad del aire al momento de la medicion,

V' es el volumen de la pesa (o grupo de pesas) r

V_ es el volumen de la pesa (o grupo de pesas) x,

£ es el error del ajuste, cuya esperanza matematica es cero, y varianza o

ajuste

Con la intencién de comparar en igualdad de circunstancias el desempefio de los diferentes
métodos de ajuste, el calculo de la incertidumbre asociada a cada método fue estimado con
las mismas contribuciones de incertidumbres. La estimacion de la incertidumbre se realizod
de acuerdo a los procedimientos recomendados para cada método, excepto el ortogonal, que

se adaptd, ya que no toma muchas de las variables que son importantes en el proceso.



Validacion:

La validacion del célculo de incertidumbre se realiz6 mediante simulacion numérica por el

método de Monte Carlo.

La validacion se realizo tanto para el método ortogonal como para MCO, MCP-ML y GM,
para los mismos datos de entrada entre métodos y el tratamiento estadistico para las
incertidumbres tomo en cuenta las mismas variables. Los resultados se compararon entre
ellos para observar las diferencias respecto al método ortogonal y asi poder hacer

conclusiones.

Para la simulacion se combinaron las distintas distribuciones de probabilidad de las
variables de entrada y se hizo una generalizacion del suplemento 1 de la GUM [12] para el
caso multivariable. Se generaron 100 000 datos aleatorios por cada distribucion de
probabilidad y cada uno de éstos datos fueron evaluados en la respectiva funcion o

funciones de proceso, para dar como resultado las variables de salida del modelo.

Se realizaron para todos los métodos dos simulaciones numéricas; una utilizando el
programa (@Risk y otra mediante una rutina de MATLAB, para verificar que ambas
simulaciones obtengan resultados similares. Primero se realizaron 10 000 datos aleatorios,
y luego se realizaron 100 000 con la intencion de observar si existen variaciones entre uno

y otro valor. El esquema de validacion fue el siguiente:

Variables de entrada:

e Masa del patron: Se generaron 100 000 datos aleatorios, para una distribucion
normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.
e Volumen de la pesa de 1000 g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una

distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.



e Volumen de la pesa de 500 g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una
distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Volumen de la pesa de 200 g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una
distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Volumen de la pesa de 200* g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una
distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Volumen de la pesa de 100 g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una
distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Volumen de la pesa de 100* g: Se generaron 100 000 datos aleatorios para una
distribucion normal, de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Densidad del aire: Se generaron 100 000 datos aleatorios para distribucion normal,
de acuerdo a los resultados obtenidos.

e Diferencias de las lecturas de la balanza: Se generaron 100 000 datos aleatorios para

distribucion normal.

Calculos intermedios:

El modelo que se utiliza es el método correspondiente, ortogonal, MCO, MCP-LM, o GM

Variables de salida:
e Vector de estimados de masa; el esquema de simulacion brinda 100 000 datos

aleatorios para cada uno de las pesas.

La figura 4.1 muestra como se realizo la simulacién numérica, que consiste en el
calculo de numeros aleatorios, para cada distribucion de probabilidad. Las
distribuciones de probabilidad se definen segun los parametros que cada curva requiera,
para el caso de la distribucion normal, basta con la definicion del primer y segundo

momento con respecto al origen.



Variables Entrada

V1000 V100 500 VIOO*

Vaoo Vaoos

500 M40 100 100*

Variables de Salida

Fig 4.1 Procedimiento de Monte Carlo para la validacion del calculo de
incertidumbre de los métodos

Una vez definida la curva de probabilidad, (observar marco tedrico) se toma un ntimero

aleatorio dentro de su dominio; esto para cada funcion. Posteriormente mediante simulacion



se calculan 100 000 datos para tener un buen estimado de la funcion de probabilidad de

salida.



CAPITULO 5
DISCUSION DE LOS RESULTADOS

5.1 Método Ortogonal

Valores de los estimados de masa

En las figuras 5.1 a 5.5 se grafic6 como se comportan los valores de masa para el método

ortogonal con su respectiva incertidumbre. Se puede observar lo siguiente:

500 g

Para la pesa de 500 g el valor medio tanto para el calculo matricial como para la simulacion
numérica resultaron similares con un valor de -0, 118 mg para ambos. Si este valor se
compara con el valor de los otros métodos tampoco se presentan diferencias significativas.

Lo cual indica un buen ajuste de todos los métodos alrededor de este valor.

200 g

La pesa de 200 g tiene un valor de 0,009 mg para el calculo matricial, y para el calculo
mediante la SNMC. Comparando este valor con los otros métodos, el MCP-ML, arroja un
valor de 0,000 mg de correccion mientras el valor para GM y MCP es de 0,007 mg.

La diferencia de estos valores es debida a dos factores:

e La distribucion de los errores alrededor de la curva de ajuste, entre los métodos que
ponderan y los que no ponderan.

e Matriz de disefio distinta, que incluye mas mediciones y por lo tanto mas variacion



Al observar el cuadro 5.1 se observa que los valores se distribuyen de manera distinta
dependiendo del método, ademas se observa que se distribuyen de forma simétrica al
rededor de un valor central. El método ortogonal, al no asignar un valor proporcional a
cada variacion, o sea no pondera, distribuird simétricamente las diferencias, sin tomar en
cuenta el aporte de cada variable. Si ocurre una variacion significativa en las condiciones
ambientales, el método repartird uniformemente la incertidumbre, sin ponderarla a todos los

estimados de masa.

El método no permite errores sistematicos, ni variaciones significativas en las condiciones
de calibracion [4]. El método ortogonal no podré utilizar més de un comparador para una
década y las condiciones deben ser las ideales para que el método ortogonal reproduzca el

fendmeno fisico de la determinacidén de masa de manera correcta.

El cuadro 5.1 permite comparar las diferencias absolutas con los métodos que no ponderan
la incertidumbre.

Cuadro 5.1 Diferencias de los estimados con respecto al ajuste de ponderacion.

Método Ortogonal Método MCP-LM Método MCO
B B B
(mg) (mg) (mg)
0 -0,001 0
-0,002 +0,007 0
+0,002 -0,006 0
-0,013 +0,008 -0,004
+0,013 -0,008 +0,004

La bibliografia [4] propone la regresiéon tUnicamente a las diferencias de lecturas de la
balanza, tomando como constantes muchas de las variaciones que ocurren durante la
calibracién. Sin embargo para este trabajo se decidi6 adecuar el calculo del método

ortogonal para poder comparar su desempefio.



Los resultados del método ortogonal tenderdn a ser iguales a los resultados de los métodos
que ponderen, cuando la varianza se comporte constante para todo el proceso de
calibracion. No obstante como se vio en la teoria al agregarle el valor de la restriccion, m,,
en las filas 1 y 2 esta condicion desaparece, lo que hace que el estimado sea sesgado. El

estimado insesgado de minima varianza sera el GM [6].

200% g

En la pesa de 200* g se observan valores de -0,012 mg para el método ortogonal, contra -
0,004 mg del MCP-ML y 0,010 mg de los métodos GM y MCO. En esta pesa se observa
una situacion similar al caso anterior; existe diferencia entre los método debido al factor de

ponderacion.

100 g

La pesa de 100 g es la que mas variaciones presenta con respecto a los demas métodos. En
el método ortogonal, ésta pesa presenta valores de -0,039 mg, mientras que para el método
de MCP-LM presenta valores de -0,060, para el método GM la pesa de 100 g tiene un valor
de -0,052 mg y para el MCO tiene un valore de -0,048 mg.

100* g

La pesa de 100* g para el método ortogonal como se observa en la figura 3.5, tiene la
misma variacion, sin embargo con el signo contrario al de la pesa de 100* g. La pesa tiene
una correcion de -0,159 mg para el método ortogonal, un valor de -0,138 mg para MCP-

ML , para GM la correccion es -0,146 mg.



Para el caso de MCO y GM, las dos pesas de 200 g y la de 500 g se comportan igual, esto
se debe a que estos dos métodos comparten la matriz de disefio. Para las pesas de 100 g

¢éstos métodos difieren por la ponderacion de la incertidumbre.

Los estimados ,3 , para el método ortogonal son los mismos para el calculo matricial y para

la simulacion numérica con 100 000 datos son los mismos. Esto es valido para todos los

métodos.

El método ortogonal por utilizar la solucion de los MCO, no podra ser verificado respecto a
la consistencia de los valores ajustados. Los MCP (entre ellos el GM), permiten realizar la

prueba Chi-cuadrada, lo cual permite confirmar la consistencia del ajuste.
Incertidumbre

El andlisis de incertidumbre para el método ortogonal es el resultado que permite saber la
consistencia de los estimados de masa. La matriz de varianza-covarianza combinada con la
incertidumbre tipo B, para el caso del método ortogonal sera la incertidumbre de cada uno

de los estimados.
Los componentes que afectan la incertidumbre para la diseminacion del kilogramo son:

e Laponderacion de la incertidumbre

e La matriz de disefio
500 ¢

Para la pesa de 500 g la incertidumbre mediante el método matricial subestima la
incertidumbre en mas del doble la incertidumbre con respecto al método de SNMC. El

valor para la SNMC es de 0,021 mg contra un valor de 0,014 mg para el calculo matricial.



Los demas métodos muestran valores que coinciden entre ellos, para la simulacion y el

calculo matricial. Los resultados se grafican en la figura 5.1.

500 g
-0,0850 —+
— -0,0950 —+
g -0,1050 —+
8 -0,1150 . " = A
‘g -0,1250 —+
-0,1350 —+
-0,1450 —+
-0,1550
S 2 S z S z S 2
5 2 5 9 5 3 5 9
E E E E
< < < <
& Ortogonal m M.C.P. Lagrange A Gauss - Markov X M.C.O.

Fig 5.1 Comparaciones de valores para la pesa de 500 g. Los valores de incertidumbre
con k=1.

200 g

Para la pesa de 200 g el método ortogonal calculado de forma matricial subestima la
incertidumbre mas de tres veces el valor de la simulacion, el calculo matricial tiene valores

de 0.008 mg en contraste a los 0,025 mg para el calculo de SNMC.

Se puede observar en la figura 5.2 que todos los métodos subestiman la incertidumbre con
respecto a la simulacion numérica. Sin embargo todas las simulaciones obtienen valores

similares.



200g
0,040 +
0,030 +
? 0,020 +
E 0,010 + S %
g 0,000 + [ |
-0,010 +
-0,020 +
-0,030
= § = 3 = § 2 3
£ £ E E
< < < <
& Ortogonal ®m M.C.P. Lagrange A Gauss - Markov X M.C.O.

Fig 5.2 Comparaciones de valores para la pesa de 200 g. Los valores de incertidumbre

con k=1.

200% g

Para el método ortogonal para la pesa de 200* g tiene las mismas diferencias que para la
pesade 200 g. La pesa de 200* g subestima la incertidumbre mas de tres veces el valor de
la simulacion, el calculo matricial tiene valores de 0.008 mg en contraste a los 0,025 mg
para el calculo de SNMC. Todos los métodos coinciden en el valor incertidumbre para la
SNMC, e igual que el caso anterior, todos los métodos subestiman la incertidumbre. En la
figura 5.3 se puede observar un resumen de los resultados con sus incertidumbres para la

pesa de 200* g



200 g*
0,025 + -
0,015 +
2 0005+
&  -0,005 | L
0,015 + * %
-0,025 — |
-0,035 —+
-0,045
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Fig 5.3 Comparaciones de valores para la pesa de 200 g *. Los valores de incertidumbre
con k=1.

100 g

La incertidumbre para la pesa de 100 g coincide con su SNMC para el método ortogonal y
es la variacion que mas se asemeja a la simulacion numérica entre todos los métodos. La
pesa de 100 tiene incertidumbres en SMNC similares para todos los métodos como se

puede apreciar en la figura 5.4.
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Fig 5.4 Comparaciones de valores para la pesa de 100 g. Los valores de incertidumbre con
k=1.
100* g

La incertidumbre para la pesa de 100 g coincide con su SNMC para el método ortogonal y
es la variacion que mas se asemeja a la simulacion numérica entre todos los métodos. La
pesa de 100 tiene incertidumbres en SMNC, similares para todos los métodos como se

puede apreciar en la figura 5.5.
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Fig 5.5 Comparaciones de valores para la pesa de 100 g*. Los valores de incertidumbre con
k=1.

El método ortogonal subestima todos los valores de las incertidumbres de las pesas excepto
para las pesas de 100 g. Esto se debe principalmente a su matriz de varianza covarianza. El
método ortogonal realiza cambios a la matriz de disefio para lograr una matriz de
covarianza cero. Este concepto ha sido mal interpretado por los autores del método. Que la
matriz sea ortogonal, unicamente hace que la componente debido al ajuste se minimice,
pero no implica que las pesas no se encuentren correlacionadas. Este trabajo realizo la

simulacion numérica con el fin de corroborar esta afirmacion.

Los resultados se presentan en el siguiente cuadro:

Pesas 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
500 g 1,00 0,11 0,12 0,22 0,20
200 g 1,00 0,06 0,07 0,05
200 g * 1,00 0,07 0,07
100 g 1,00 0,43
100 g * 1,00

Cuadro 5.2. Coeficientes de correlacion para la SNMC del método ortogonal.



En el cuadro 5.2 se observan las correlaciones que existen mediante el calculo SNMC para
el método ortogonal en el cual se encuentran coeficientes de correlacion los cuales se ha
pensado en la bibliografia son cero fuera de la diagonal principal. Estos valores contrastan
con los valores calculados por la generalizacion de la GUM para el caso matricial, los

cuales son cero en todos los elementos fuera de la diagonal.

Los otros métodos para las pesas de 100 g sobreestiman el valor de la incertidumbre. La
pesa de 100 g es muy importante para la subdivision pues es la que generard la década
subsecuente, por lo cual es importante tener un buen estimado de este valor. Justamente en
el valor de las pesas de 100 g es donde el método ortogonal (comparado con los otros
métodos) tiene la mejor estimacion de la incertidumbre en comparacion a la SNMC, esto
tiene relacion con su bajo coeficiente de correlacion para esta pesa comparado con los otros

coeficientes de correlacion.

5.2 Otros métodos

Se observa que existen diferencias en las incertidumbres obtenidas de la SNMC con
relacion a las estimadas mediante la generalizacion de la GUM de los métodos matriciales.
Independientemente del modelo matematico utilizado para la SNMC, los valores de
incertidumbre resultante de la simulacion para cada pesa no difieren significativamente
para el ejemplo analizado. Para observar mas comparaciones y resultados entre los otros

métodos ver [11,14] donde se hace la discusion de los resultados de los otros métodos.

El método ortogonal presenta una serie de desventajas, comentadas anteriormente con
respecto a los métodos MCP-LM y GM, sin embargo para el caso de este juego de pesas E;
, los valores de los estimados de masa para un factor de cobertura de k=2 son consistentes
con los demas métodos. En las figuras 5.1 a 5.5 se puede observar que los valores de masa
se traslapan entre ellos y las incertidumbres cubren las diferencias en masa que existen, por

lo cual el método ortogonal presentado en este trabajo es consistente para este caso.



Si las diferencias de las condiciones ambientales son mayores a las obtenidas en esta
calibracion, la afirmacion anterior no necesariamente se cumpla. El método ortogonal como
se dijo anteriormente solo sera Util para el caso en que las condiciones que se presenten
sean las ideales[4]. Para el caso de esta calibracion, las condiciones ambientales estaban
dentro de los limites que la recomendacion exige [1], no obstante, éstos limites son menos
rigurosos para otro tipo de pesas de menor exactitud. Puede observarse que para la pesa de
100 g, con un k=2, la consistencia de los resultados con respecto a los otros métodos esta en
su limite, una variacion mayor haria que el método no sea consistente con los demas

tratamientos.

Para pesas de menor exactitud, el método ortogonal no puede distinguir las fuentes de
variacion y las distribuira uniformemente en las demas pesas. Esto debido a que este
método no pondera la incertidumbre para cada pesa. Por ejemplo si una pesa no repite
debido a que se encuentra magnetizada, el método ortogonal castigaria todos los estimados,
sin dar un valor real de los estimados. El método ortogonal solo serd util para variaciones
ideales dentro de las cuales se encuentran las pesas E;. Un método que utilice permita
realizar la prueba Chi-cuadrada puede mantener bajo control estadisticos. Esta prueba es

exclusiva de los métodos que nacen de los minimos cuadrados ponderados [13].

5.3 Consecuencias de las diferencias con el método ortogonal tradicional con el

método ortogonal aplicado para este trabajo.

El método ortogonal tradicional difiere en algunos aspectos con el método aplicado en este
trabajo, para poder compara los resultados se realizaron modificaciones, ya que los otros
métodos toman todas las fuentes de variacion en el proceso de calibracién. A continuacion
se citaran estas diferencias y se mostraran las consecuencias que tendrian si el método se

tratara de la forma tradicional [4]. En el cuadro 5.3 se plantean las diferencias que existen:



Método Ortogonal para

Diferencias Método Ortogonal[4]
este trabajo
Se recomienda realizar tres
o mas ciclos ABBA,
Diferencias AL Una sola medicion ABBA  aumentando el numero de

Regresion

Densidad del aire

Hace la regresion a los
valores de la diferencia de
la balanza AL

La considera constante

grados de libertad de las
diferencias AL
Hace la regresion a los
valores corregidos por
pesada en el aire
Considera que varia

durante la calibracion
Utiliza este término para
compensar la diferencia de

Incertidumbre secular de
las lecturas, ya que no hace

No utiliza

la balanza .
repeticiones de las
mediciones.
Grados de libertad del ~ Utiliza varios, dependiendo  Utiliza 7, para el caso del
ajuste de la pesa esquema 5,2,2,1,1

Cuadro 5.3 Diferencias entre el método utilizado en el trabajo y el método ortogonal
tradicional

Como se observa en el cuadro 5.3 el método ortogonal tradicional utiliza una sola
comparacion ABBA para la determinacion de las diferencias Y. Lo anterior es un error
conceptual que no puede ser pasado por alto ya que una sola medicidon para establecer un
estimado, ocasiona cero grados de libertad para la determinacion y;. En metrologia la
intension es realizar un buen estimado de la incertidumbre y esto no se logra con una sola
medicion. No se debe confundir las 12 mediciones que se realizan en el esquema de
subdivision o multiplicacion del kg, las cuales son parte del sistema de ecuaciones y de las
cuales se obtienen los grados de libertad del sistema, que es otra fuente de incertidumbre,

con la repetibilidad del método, evaluada a la hora de hacer mediciones repetidas.

Esta suposicion del método no permite evaluar la incertidumbre debida a la repetibilidad de

forma correcta. Para el método desarrollado para el proyecto se modifico lo anterior, ya que



es la tnica forma de comparar el método con los demas, que si consideran esta fuente de

incertidumbre.

El método ortogonal no disminuye el tiempo de calibracion si se hace de forma correcta, a
continuacion se representa el nimero de mediciones para la calibracion mediante el método
ortogonal.

El cuadro 5.4 expone el método ortogonal utilizado en la bibliografia y el método ortogonal
utilizado para este trabajo, el cual expone los tratamientos y las diferentes combinaciones

que se pueden utilizar en el método ortogonal.

Método Ortogonal Método Ortogonal para
Tratamiento

Tradicional[4] este trabajo

Ecuaciones y; 12 12

Ciclos 1 366

ABBA 4 4
Lectura directa 1 No lo utiliza
AB 2 No lo utiliza

Cuadro 5.4 Diferencias en el nimero de mediciones entre el método utilizado en el
trabajo y el método ortogonal tradicional.

Si se escoge el método ortogonal tradicional con el método de comparacion de lectura
directa, se calibrard un juego de pesas con solo 12 mediciones, o si se escoge el método
AB, se calibrard un juego de pesas con solo 24 mediciones. Como se explico anteriormente
esto no es correcto si se quiere tener un estimado correcto. Para tener un buen estimado de
las pesas mediante el método ortogonal se requiere un minimo de 144 mediciones, si se
hacen 3 ciclos de medicion, lo cual hace totalmente impractico y costoso calibrar juegos
pesas de baja exactitud mediante este método, primero por la cantidad de tiempo que esto
toma y el costo seria muy superior teniendo en cuenta que éstas pesas no se calibran con

comparadoras automaticas.

El método ortogonal tradicional realiza una regresion unicamente de los valores AL, lo cual
no reproduce el proceso de pesada en el aire ya que los estimados de varianza-covarianza

no incluiran las variaciones que ocurren en el modelo de pesada en el aire. Para poder hacer



esta simplificacion se requiere que la densidad del aire sea constante, esto no toma en
cuenta que ésta puede cambiar para cada valor y;. Hacer la regresion no teniendo en cuenta
los limites de evaluacion podria producir un error de concepto ya que la ecuacion de la
pesada en el aire depende de varios factores aparte de la diferencia de lecturas, este método
considera que la pesada en el aire es funcion una funcion lineal, es por esto que se requieren
diferencias minimas en las condiciones de pesada, para evaluar la funciéon en puntos muy

cercanos, los cuales se comporten dentro de ese ambito linealmente

Otra diferencia de los métodos es a la hora de realizar la incertidumbre debida al ajuste, el
método tradicional utiliza un nimero de grados de libertad mayor al método modificado,
esto producira que para ciertas pesas se esté subestimando la componente debida al ajuste.
Por ejemplo para la pesa de 200 g en el método tradicional se utilizan 10 grados de libertad,

en contraste a los m-n grados de libertad que se utilizan en los demas métodos.

La incertidumbre debida a la balanza el método tradicional la utiliza para compensar las
pocas mediciones que se realizan. No obstante este término no incluye las variaciones en el
periodo de calibracion, como lo son la densidad de aire, algin efecto de susceptibilidad
magnética de las pesas, efectos de induccion producidos por algin agente externo a la

calibracion, ni algln error sistematico que se esté cometiendo.



CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método ortogonal subestima los valores de incertidumbre para las pesas de 500 gy 200 g

con relacion a su SNMC.

El método ortogonal no es recomendado para calibrar pesas de menor exactitud que la

clase E.

Para las pesas de alta exactitud se recomienda el uso de algin método que pondere la
incertidumbre y el calculo de ésta se realice mediante SNMC. Un método que pondere la

incertidumbre permite hacer la prueba de consistencia del ajuste o prueba chi-cuadrada.

Con relacion a los estimados de la masa de las pesas, las diferencias entre los estimados de
las diferentes soluciones matriciales coinciden dentro del valor de incertidumbre combinada
de la diferencia (error normalizado) a un nivel de confianza de aprox. 95%, por lo que el

calculo se valida para el célculo del método ortogonal.

El método ortogonal no se realiza en menor tiempo que la comparacion por doble
sustitucion, si se realiza correctamente el método ortogonal requiere un minimo de 144

mediciones.

La diferencia en los estimados de las evaluaciones matriciales se debe principalmente a la

ponderacion de las incertidumbres y a la matriz de disefio.

Las estimaciones de SNMC coinciden con su correspondiente evaluacion matricial en el
mejor estimado de la masa de las pesas, no asi con la evaluacion de la incertidumbre, en

donde la SNMC difiere del calculo matricial, para el calculo ortogonal.



Con relacion a la incertidumbre de los estimados, se observa que existen diferencias en las
incertidumbres obtenidas de la SNMC respecto a las estimadas mediante la generalizacion
de la GUM de los métodos matriciales, sin embargo, independientemente del modelo
matematico utilizado para la SNMC, los valores de incertidumbre resultante de la

simulacién para cada pesa no difieren significativamente para el ejemplo analizado.

Se recomienda hacer los cambios que se presentan en este trabajo para el método ortogonal,
para una mejor evaluacion de la incertidumbre y una mejor descripcion del proceso de

medicion.

En el caso de los coeficientes de correlacion (entre los valores de los estimados de las
pesas) obtenidos de la SNMC para el método ortogonal son los mas bajos en comparacion a
los otros métodos. Esto debido a la ortogonalidad de su matriz de disefio que minimiza la

componente debido al ajuste.

Para el caso de la pesa de 100 g el mejor estimado de incertidumbre lo da el método

ortogonal, no obstante el valor central, es un valor desviado respecto a los otros métodos.

El método GM utiliza la matriz W para ponderar el ajuste. Dicha matriz W contiene las
contribuciones a la varianza de todas las variables del modelo, incluyendo la del ajuste, a

diferencia del método ortogonal donde no existe ponderacion.

La pesa de 100 g es comunmente utilizada como referencia para la década subsecuente, por
tal motivo es de suma importancia tener estimados confiables y con incertidumbre lo mas

cercanas al proceso real para estas pesas.



La SNMC permite calcular la correlacion entre los estimados de masa para el modelo
matematico del método Ortogonal [4], el cual, si se realiza mediante el calculo matricial, no

proporciona correlacion entre las pesas.

El método ortogonal no es un método de covarianza cero. La correlacion debido al ajuste se

minimiza en este método.

Los resultados del método ortogonal tenderan a parecerse a los resultados de los métodos

que ponderan conforme las varianza sean iguales en todo el proceso de calibracion.

Se recomienda emplear el modelo matematico de GM para realizar la simulacion numérica
por el método de Monte Carlo y mediante ésta calcular los estimados del vector f y sus

incertidumbres asociadas.

Se recomienda hacer un estudio de las relaciones entre la correlacion de las columnas en la
matriz de disefio con el fin de observar su efecto en el calculo de la matriz varianza

covarianza.
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CAPITULO 8
NOMENCLATURA

Matriz de disefio

Masa de la pesada en el aire
Densidad

Valor de las pesas

Error de las pesas

Desviacion estandar experimental
Componente de la desviacion del ajuste
Grados de libertad

Numero de filas de la Matriz
Numero de columnas de la matriz
Distribucion Chi-cuadrada
Volumen

Densidad,

Matriz de varianza covarianza
Incertidumbre estdndar
Incertidumbre expandida

Lectura de la balanza

Numero de datos

Esperanza matematica

Promedio de la poblaciéon
Varianza

Varianza

Desviacion estandar de la poblacion
Desviacion estandar de la muestra
Covarianza de la muestra
Covarianza de la poblacién
Probalidad

Funcioén de probalidad

Coeficiente de correlacion
Subespacio

Distribucion t-student
Numero de filas

Numero de columnas
Observaciones

Estimado de observaciones z

Se refiere al método ortogonal
Se refiere al método Gauss Markov

Se refiere al método de minimos cuadrados ponderados
mediante los multiplicadores de Lagrange

Se refiere a grados efectivos

Se refiere a estimado mediante regresion
Se refiere a transpuesto

adim
mg
mg/cm’
mg

mg

mg

mg
adim
adim
adim.
min
cm’
Kg/m’
ng
K=1
K=2
Div balanza



A. DATOS EXPERIMENTALES

Cuadro A.1 Datos de los certificados de calibracion para las pesas.

Valor Correccion u (k=1) Volumen u (k=1)
(2 (mg) (mg) (cm3) (cm3)
1 000 0,003 0,015 124,894 0,025
500 - - 62,421 0,025
200 - - 24,983 0,025
200* - - 24,981 0,025
100 - - 12,480 0,001 25
100* -—- -—- 12,406 0,002

Cuadro A.2 Datos de la balanza para la calibraciéon mediante el método ortogonal.

, i @5
(div Balanza) (mg)
1 -0,1417 0,020 41
2 -0,176 7 0,020 41
3 0,016 7 0,012 91
4 0,043 3 0,014 72
5 -0,083 3 0,011 90
6 -0,080 0 0,014 43
7 0,038 3 0,010 80
8 0,040 0 0,014 43
9 -0,1117 0,019 15
10 -0,107 5 0,024 92
11 -0,096 7 0,017 80
12 -0,097 5 0,024 92

Cuadro A.3 Datos de la balanza para la calibracion mediante el método MCO

Lectura AL u (L)
Vi (div Balanza) k=1
(mg)
1 -0,141 7 0,020 41
2 -0,176 7 0,020 41
3 0,016 7 0,012 91
4 0,043 3 0,014 72
5 -0,083 3 0,011 90
6 0,038 3 0,010 80
7 0,000 0 0,002 89
8 -0,1117 0,019 15
9 -0,096 7 0,017 80



10 0,000 0 0,002 89

Cuadro A.4 Datos de la balanza para la calibracion mediante el método MCP-ML

Incertidumbre
Lectura AL u(dL)

Vi (div Balanza) k=1

(mg)
1 -0,141 7 0,020 41
2 -0,176 7 0,020 41
3 0,016 7 0,012 91
4 0,043 3 0,014 72
5 -0,083 3 0,011 90
6 0,038 3 0,010 80
7 0,000 0 0,002 89
8 -0,1117 0,019 15
9 -0,096 7 0,017 80
10 0,000 0 0,002 89

Cuadro A.5 Datos para las lecturas de la balanza para el método GM

Lectura AL u (L)
Vi (div Balanza) k=1
(mg)
1 -0,141 7 0,020 41
2 -0,176 7 0,020 41
3 0,016 7 0,012 91
4 0,043 3 0,014 72
5 -0,083 3 0,011 90
6 0,038 3 0,010 80
7 0,000 0 0,002 89
8 -0,1117 0,019 15
9 -0,096 7 0,017 80
10 0,000 0 0,002 89




Cuadro A.6 Datos de la densidad del aire para la calibracion en el método ortogonal

Incertidumbre

Lectura Pa u(p,)

Vi (mg/cm3) k=1
(mg/cm3)
1 0,961 74 0,000 10
2 0,961 48 0,000 10
3 0,961 57 0,000 10
4 0,961 13 0,000 10
5 0,960 73 0,000 10
6 0,960 73 0,000 10
7 0,960 71 0,000 10
8 0,960 71 0,000 10
9 0,960 12 0,000 10
10 0,960 12 0,000 10
11 0,960 20 0,000 10
12 0,960 20 0,000 10

Cuadro A.8 Datos de la densidad del aire para la calibracion mediante el método MCO

Incertidumbre

- Pa u (pa)

Ji (mg/em®) k=1
(mg/cm3)
1 0,961 74 0,000 10
2 0,961 48 0,000 10
3 0,961 57 0,000 10
4 0,961 13 0,000 10
5 0,960 73 0,000 10
6 0,960 71 0,000 10
7 0,960 32 0,000 10
8 0,960 12 0,000 10
9 0,960 20 0,000 10
10 0,959 94 0,000 10




Cuadro A.9 Datos de la densidad del aire para la calibracion para el método MCP-ML

Incertidumbre

' Pa u (pa)

Ji (mg/em’) k=1
(mg/cm3)
1 0,961 74 0,000 10
2 0,961 48 0,000 10
3 0,961 57 0,000 10
4 0,961 13 0,000 10
5 0,960 73 0,000 10
6 0,960 71 0,000 10
7 0,960 32 0,000 10
8 0,960 12 0,000 10
9 0,960 20 0,000 10
10 0,959 94 0,000 10

Cuadro A.10 Datos de la densidad del aire para la calibracion mediante el método GM

Incertidumbre
» Pa u (pa)
(mg/cm) k=1
(mg/cm3)
1 0,961 74 0,000 10
2 0,961 48 0,000 10
3 0,961 57 0,000 10
4 0,961 13 0,000 10
5 0,960 73 0,000 10
6 0,960 71 0,000 10
7 0,960 32 0,000 10
8 0,960 12 0,000 10
9 0,960 20 0,000 10
10 0,959 94 0,000 10
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Figura A.3 Esquema de disefio para el método MCP-LM
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Figura A.4 Esquema de disefio para el método GM




B. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Cuadro B.1 Célculo del vector Y para el método ortogonal

Y
(mg)

=

-0,141 7
-0,176 7
0,016 7
0,043 3
-0,083 3
-0,080 0
0,038 3
0,040 0
-0,1117
-0,107 5
-0,096 7
-0,097 5

PSSV W —

Cuadro B.2 Cilculo del vector Y para el método MCO

Lectura Y
Vi (mg)

20,16975
-0,27570
0,03859

-0,00568
-0,15616
0,10731

-0,00192
-0,20499
-0,18808
-0,07084

S0 aU D W —

Cuadro B.3 Célculo del vector Y para el método MCP-ML



Lectura Y

Yi (mg)

1 -0,16975
2 -0,27570
3 0,03859
4 -0,00568
5 -0,15616
6 0,10731
7 -0,00192
8 -0,20499
9 -0,18808
10 -0,07084

Cuadro B.3 Cilculo del vector Y para el método GM

Lectura Y

Vi (mg)

1 -0,16975
2 -0,27570
3 0,03859
4 -0,00568
5 -0,15616
6 0,10731
7 -0,00192
8 -0,20499
9 -0,18808
10 -0,07084

Cuadro B.4 Célculo de los estimados de masa mediante el método matricial para el
método ortogonal

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)
(mg) (me)
-0,118 0,014
0,009 0,008
-0,012 0,008
-0,039 0,007

0,159 0,007




Cuadro B.5 Célculo de los estimados de masa mediante el método de SNMC por el

programa MATLAB para 100 000 datos aleatorios

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)

(mg) (me)
-0,118 0,029
0,009 0,025
-0,012 0,025
-0,039 0,006
-0,159 0,007

Cuadro B.6 Calculo de los estimados de masa mediante el método de SNMC por el

programa @Risk para 10 000 datos aleatorios

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,118 0,029
0,009 0,026
-0,012 0,025
-0,039 0,006
-0,159 0,007

Cuadro B.7 Datos obtenidos para el coeficiente de correlacion entre las pesas

mediante el calculo matricial y matriz de varianza covarianza

Pesas 500 g 200 g 200% g 100 g 100* g
500 g 1 0 0 0 0

200 g 0 1 0 0 0

200* g 0 0 1 0 0

100 g 0 0 0 1 0

100* g 0 0 0 0 1
Pesas 500 ¢ 200 g 200* 100 g 100* g
500 g 0,000126984 0 0 0 0
200 g 0 5,07937E-05 0 0 0
200* g 0 0 5,07937E-05 0 0
100 g 0 0 0 5,07937E-05 0
100* g 0 0 0 0 5,07937E-05




Cuadro B.8 Datos obtenidos para la correlacion entre las pesas mediante el método

ortogonal mediante SNMC

Pesas 500 ¢ 200 ¢ 200 g * 100 g 100 g *
500 g 1,00 0,11 0,12 0,22 0,20
200 g 1,00 0,06 0,07 0,05
200 g * 1,00 0,07 0,07
100 g 1,00 0,43
100 g * 1,00

Cuadro B.9 Datos obtenidos para la covarianza entre las pesas mediante el método

ortogonal mediante SNMC

Pesas 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
500 g

200 g 9,153 5E-05
200 g * 9,695 7E-05 5,003 8E-05

100 g 4,656 5E-05 1,261 6E-05
100 g * 4,544 1E-05 1,175E-05

1,368 3E-05
1,512 4E-05 2,008 4E-05

Cuadro B.10 Calculo de estimados de masa mediante el calculo matricial para MCP

ML.
Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)
m

(mg) (mg)
-0,117 0,031
0,000 0,016
-0,004 0,016
-0,060 0,020
-0,138 0,020

Cuadro B.11 Calculo de estimados de masa mediante SNMC por el método MCP-ML



mediante MATLAB para 100 000 datos aleatorios.

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,117 0,029
0,000 0,025
-0,004 0,025
-0,060 0,006
-0,138 0,007

Cuadro B.12 Calculo de estimados de masa mediante SNMC por el método MCP-ML

mediante @RisK para 10 000 datos aleatorios.

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,117 0,031
0,000 0,026
-0,004 0,026
-0,060 0,007
-0,138 0,007

Cuadro B13.Cocficientes de correlacion entre pesas para la SNMC con el modelo del

método MCP-ML.

Pesa 1000g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 1,00 0,26 0,12 0,12 0,23 0,22
500 g 1,00 0,12 0,13 0,24 0,23
200 g 1,00 0,08 0,05 0,05
200 g * 1,00 0,05 0,05
100 g 1,00 0,86
100 g * 1,00

Cuadro B14.Matriz covarianza entre pesas mediante SNMC con el modelo del método
MCP-ML.
Pesa 1000¢g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g
500 g 0,111
200 g 0,043 0,086
200 g * 0,047 0,092 0,051
100 g 0,022 0,046 0,008 0,008
100 g * 0,022 0,045 0,009 0,008 0,036




Cuadro B.15 Matriz covarianza entre pesas para el método matricial con el modelo del

método MCP-ML.

Pesa 1000 ¢ 500 ¢ 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 0

500 g 0 0,000924

200 g 0 0,000 139  0,000254
200 g * 0 0,000 139 0,000 209  0,000252

100 g 0 0,000 071  -0,000 093 -0,000 092  0,000390

100 g * 0 0,000 068 -0,000 092 -0,000 091 0,000347  0,000391

Cuadro B.16 Calculo de los estimados de masa mediante el método matricial para el

MCO.
Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)
m

(mg) (mg)
-0,118 0,023
0,007 0,013
-0,010 0,013
-0,048 0,013
-0,150 0,013

Cuadro B.17 Célculo de estimados de masa mediante SNMC por el método MCO

mediante MATLAB para 100 000 datos aleatorios.

Estimados de masa Incertld_umbre
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,118 0,029
0,007 0,025
-0,010 0,025
-0,048 0,007
-0,150 0,007




Cuadro B.18 Cilculo de estimados de masa mediante SNMC por el método MCO
mediante @RisK para 10 000 datos aleatorios.

Estimados de masa b
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,118 0,031
0,007 0,026
-0,010 0,026
-0,048 0,007
-0,150 0,007

Cuadro B.19 Coeficientes de correlacion entre pesas para la SNMC con el modelo del

método MCO.

Pesa 1000¢g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 1,00 0,26 0,12 0,12 0,22 0,21
500 g 1,00 0,13 0,13 0,23 0,22
200 g 1,00 0,07 0,05 0,05
200 g * 1,00 0,05 0,06
100 g 1,00 0,59
100 g * 1,00

Cuadro 20. Covarianza entre pesas para la SNMC con el modelo del método MCO.

Pesa 1000g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g

500 g 0,114

200 g 0,046 5 0,093
200 g * 0,046 4 0,096 8 0,042 6

100 g 0,022 4 0,045 8 0,009 3 0,009 24

100 g * 0,022 8 0,0450 0,0082 6 0,010 8 0,029 2

Cuadro B.21 Covarianza entre pesas para la el metddo matricial con el modelo del
método MCO.

Pesa 1000¢g 500 ¢ 200 g 200 g * 100 g 100 g *

1000 g 0,0009

500 g 0,000 5 0,0005

200 g 0,000 2 0,000 1 0,0002
200 g * 0,000 2 0,000 1 0,000 03 0,0002

100 g 0,000 1 0,000 1 0 0 0,0002

100 g * 0,000 1 0,000 1 0 0 0,000 04 0,0002




Cuadro B.22 Calculo de los estimados de masa mediante el método matricial para el

GM.
Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)
m

(mg) (mg)
-0,118 0,032
0,007 0,018
-0,010 0,018
-0,052 0,017
-0,146 0,017

Cuadro B.23 Célculo de estimados de masa mediante SNMC por el método GM
mediante MATLAB para 100 000 datos aleatorios.

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)

(mg) (mg)
-0,118 0,029
0,007 0,025
-0,010 0,025
-0,052 0,007
0,146 0,007

Cuadro B.24 Calculo de estimados de masa mediante SNMC por el método GM
mediante @RisK para 10 000 datos aleatorios.

Estimados de masa Incertidumbre
B u(k=1)
(mg) (mg)
-0,118 0,029
0,007 0,025
-0,009 0,025
-0,052 0,007

-0,146 0,007




Cuadro B.25 Coeficientes de correlacion entre pesas para la SNMC con el modelo del

método GM.

Pesa 1000¢g 500 ¢ 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 1,00 0,26 0,11 0,12 0,23 0,22
500 g 1,00 0,12 0,13 0,24 0,23
200 g 1,00 0,06 0,05 0,05
200 g * 1,00 0,06 0,06

100 g 1,00 0,77
100 g * 1,00

Cuadro B.26 Coeficientes de correlacion entre pesas mediante el calculo matricial con el

modelo del método GM.

Pesa 1000g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 1,00 0,50 0,34 0,35 0,19 0,19
500 g 1,00 0,24 0,24 0,13 0,13
200 g 1,00 0,17 0,04 0,04
200 g * 1,00 0,05 0,05
100 g 1,00 0,29
100 g * 1,00

Cuadro B.27 Covarianza entre pesas para la SNMC con el modelo del método GM.

Pesa 1000g 500 g 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g

500 g 0,11

200 g 0,43 0,09
200 g * 0,04 0,1 0,04

100 g 0,02 0,05 0,01 0,01

100 g * 0,02 0,05 0,01 0,01 0,04

Cuadro B.28 Covarianza entre pesas para la el metddo matricial con el modelo del

método GM.

Pesa 1000¢g 500 ¢ 200 g 200 g * 100 g 100 g *
1000 g 0,001 0 0,000 5 0,000 2 0,000 2 0,000 1 0,000 1
500 g 0,000 5 0,001 0 0,000 1 0,000 1 0,000 1 0,000 1
200 g 0,000 2 0,000 1 0,000 3 0,000 1 0,000 0 0,000 0
200 g * 0,000 2 0,000 1 0,000 1 0,000 3 0,000 0 0,000 0

100 g 0,000 1 0,000 1 0,000 0 0,000 0 0,000 3 0,000 1
100 g * 0,000 1 0,000 1 0,000 0 0,000 0 0,000 1 0,000 3




RESULTADOS INTERMEDIOS UTILES

Cuadro B.29 Cuadro de los errores y los estimados de Y mediante el método matricial con
el modelo del método ortogonal.

A

Lectura Y ¢
i (mg) (mg)
1 -0,160 -0,007
2 -0,280 0,007
3 0,076 20,038
4 20,044 0,038
5 20,141 20,015
6 20,141 20,011
7 0,099 0,009
8 0,099 0,010
9 20,206 0,001
10 20,206 0,006
11 20,185 -0,003
12 -0,185 -0,004

Cuadro B.30 Cuadro de los errores y estimados de Y del método matricial para MCO.

Lectura Y e

i (mg) (mg)

1 -0,1715 0,0018
2 -0,2739 -0,0018
3 0,0676 -0,0290
4 -0,0347 0,0290
5 -0,1193 -0,0369
6 0,0854 0,0219
7 -0,0169 0,0150
8 -0,2050 0,0000
9 -0,1881 0,0000
10 -0,1024 0,0315




Cuadro B.31 Cuadro de los errores y los estimados de Y mediante el método matricial con
el modelo del método MCP-ML.

Lectura Y €

i (mg) (mg)

1 -0,0171 -0,0013
2 -0,0243 0,0013
3 0,0078 0,0021
4 -0,0031 -0,0024
5 -0,0130 0,0120
6 0,0129 -0,0060
7 -0,0027 -0,0014
8 -0,0197 0,0007
9 -0,0207 -0,0006
10 20,0509 20,0042

Cuadro B.32 Cuadro de los errores y los estimados de forma matricial de Y por GM.

Lectura Y e
i (mg) (mg)
1 -0,1757 -0,0060
2 -0,2697 0,0060
3 0,0632 0,0246
4 -0,0308 -0,0251
5 -0,1105 0,0456
6 0,0775 -0,0298
7 -0,0165 -0,0146
8 -0,2048 0,0002
9 -0,1883 -0,0002
10 -0,0940 -0,0232

Cuadro B.33 Matriz de ponderacién para el método MCP*

0,009 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,009 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,022 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,017 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,025 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,031 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,433 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,010 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,011 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,433

* Los valores tanto de B.32 y B.33 se obtienen de [11,14]



Cuadro B.33 Jacobianos para el método GM’

Jacobiano Componente
(matriz) (matriz)
om, .
om,
om ¥ (V _ Vx )
op, ’
o Sb™
OAL
om,_
Pa
ov,
om,
ov. Pa Pa
om,_ AL
0Sh Sh?
Cuadro B.33 Grados de libertad para el ajuste de los distintos métodos
Método Grados de libertad
y
Ortogonal 7
MCO 5
MCP-ML 6
GM 5

Cuadro B.34 Factor de ponderacion para el célculo la incertidumbre tipo B para los
métodos ortogonal, MCO y MCP-ML, mediante la solucion matricial

Masa Nominal Factor de ponderacion
(3] h;
(adim)
500 0,5
200 0,2
200* 0,2
100 0,1
100* 0,1

* Para observar més detalles de la resolucion y ejemplo numérico de ambos métodos observar [11,14], no se incluyen debido a que se
salen del alcance del presente proyecto. Adicionalmente los calculos son mas complejos y extensos. No se incluyen en este trabajo pero
se incluyen en los trabajos paralelos que se estan realizando consecuencia de este trabajo.



Cuadro B.35 Incertidumbres tipo B para los métodos ortogonal, MCO y MCP-ML,
mediante la solucion matricial.

Incertidumbre  Incertidumbre pesada en aire ] . .
Incertidumbre combinada Tipo

del patron u, B
u, (mg) (mg)
(mg)

0,0075 2,6E-06 0,0075
0,003 4,2E-07 0,003
0,003 2,2E-07 0,003

0,0015 9,6E-07 0,0015

0,0015 8,34E-06 0,0015




C. MUESTRA DE CALCULO

C.1. Calculo del vector de observaciones Y

Para el calculo del vector de de observaciones se utiliza la siguiente férmula:

v, =AL-S,”" = p,(V,-V.) (C.1)

Utilizando los datos de la segunda fila y segunda columna de los cuadros A.2 y A.6, junto
los datos de la columna 4 del cuadro A.1 y teniendo en cuenta la suposicion hecha de que la

sensibilidad era igual a 1 se tiene:

vy, =—0,1417-(1)-0,96174 - [124,894 —(62,421+ 24,983 + 24,981 + 12,480)] =-0,16975
El resultado se encuentra en el cuadro B.2, columna 2, fila 2.

C.2 Calculo de los estimados de masa para los MCO

Para el calculo de las correcciones de masa se utiliza la siguiente féormula:

D _ T v ! vr
Buco =(XTX) " xTY (C.2)
Utilizando los esquemas de comparacion de la figura A.2 y los resultados del cuadro B.2
columna 2
T -l T
-1 1 1 1 1 0 -1 1 1 1 1 0 -1 1 1 1 1 0 -0,16975
-1 1 1 1 0 1 -1 1 1 1 0 1 -1 1 1 1 0 1 -0,27570
m, 0 -1 1 1 1 0|0 -1 1 1 1 0 0 -1 1 1 1 of] 0089
o118 |Jo -1 1 1 0 1|0 -1 1 1 0 1 0 -1 1 1 o 1]|000568
0007 [ ([0 0 -1 1 -1 1] 0o 0 -1 1 -1 1 0 0 -1 1 -1 1]||015616
0010]|Jo 0o -1 1 1 -1/ 0o 0o -1 1 1 -1] Jo o -1 1 1 -1||%071
0048 ([0 0 -1 1 0 ofl]0o 0o -1 1 0 0 0 0 -1 1 o o] 000192
015) ||o 0o -1 0o 1 1|]0o 0 -1 0 1 1 0 0 -1 0 1 1|00
-0,18808
000 0 -1 1 1|0 0 0 -1 1 1 000 0 -1 1 1| F00ss
00 0 0 -1 1|0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1[|_
100 0 0 o)1 0 0 0 00 1 0o 0 0 0 o)

El resultado se encuentra en el cuadro B.1, columna 2, fila 1.

C.3 Calculo de grados de libertad

Para el calculo de los grados de libertad se utiliza la siguiente ecuacion:



v=m-—n (C3)
Utilizando los datos de las figuras A.1 se tiene:

v=12-5=7

El resultado se encuentra en el cuadro B.33, columna 2, fila 2.

C.4 Calculo de los estimados de Y
Para el célculo de de los estimados de Y para los MCO se utiliza la siguiente férmula, la
siguiente formula es similar para cualquiera de los métodos:

Y=X-Bico (C4)
Utilizando los datos de la figura A.2 y del cuadro B.17, columna 1 se obtiene el siguiente

resultado:

- 0,1715
-1 1 1 1 1 0
- 0,2739
-1 1 1 1 0 1
0,0676
0 -1 1 1 1 0 0,003
- -0,0347
0 -1 1 1 0 1 - 0,118
-0,1193
A 0 0 -1 1 -1 1 0,007
Y = . = | 0,0854
0 0 -1 1 1 -1 - 0,010
- 0,0169
0 0 -1 1 0 0 - 0,048
- 0,2050
0 0 -1 0 1 1 - 0,150
- 0,1881
0 0 0 -1 1 1
- 0,1024
0 0 0 0 -1 1
1 0 0 0 0

El resultado se encuentran en el cuadro B.30, columna 1. Se procede igual para todos los

métodos

C.5 Calculo de los errores

Para el calcular los componentes del error se utiliza la siguiente forma:

€=y, - y i (C.5)
Por medio de los datos del cuadro B.2, columna 2, fila 2 y el cuadro B.30 fila 2, columna 2

se tiene:



e=0,1697-0,1715=0,0018

El resultado se encuentra en el cuadro B.30, columna 3, fila 2.

C.6 Calculo de la matriz de varianza-covarianza
Para el calcular la matriz de varianza-covarianza se utiliza la siguiente expresion que es

valida Ginicamente para los métodos mas sencillos, el MCO vy el ortogonal

T
ee

cov(Brco )= (x7x)" (C.6)

m-—n

Por medio de los datos del cuadro B.2, columna 2, fila 2 y el cuadro B.30 fila 2, columna 2

se tiene:
_ . -
-1 1 1 1 1 o] -1 1 1 1 1 0
-1 1 1 1 0 1| |-11 1 1 0 1
0 -1 1 1 1 0 0 -1 1 1 1 0 0,0005
0 -1 1 1 0 1 0 -1 1 1 0 1 0,0002 0,0001
00047]| 0 0 -1 1 -1 1 0 0 -1 1 -1 1| ]00002 00001 0,00003
1m-6{{0 o -1 1 1 -1/ [0 0 -1 1 1 -1{| ]00001 0,000l 0 0
00 -1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0,0001 0,000 0 0 000004
0 0 -1 0 1 1 0 0 -1 0 1 1
00 0 -1 1 1 0 0 0 -1 1 1
00 0 0 -1 1 0 0 0 0 -1 1
1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 O

El resultado de la matriz de varianza-covarianza se encuentra en el cuadro B.21.

C.7 Calculo del factor de ponderacion
Para el célculo del factor de ponderacion para los métodos, ortogonal, MCO y MCP-LM se

utiliza la siguiente expresion:

h; = (C.7)

Utilizando los datos de los valores nominales para las distintas pesas se obtiene:



5_ 500
1000

9

El resultado se encuentra en el cuadro B.34, columna 2, fila 2.

C.8 Calculo de la incertidumbre debido al patrén
El calculo de la componente debida a la incertidumbre del patron para todos los métodos
menos el GM se obtiene por medio de la siguiente ecuacion:

u, =h;-u, (C.8)
Utilizando los datos del cuadro A.1, columna 3, fila 2, y el cuadro B.34 columna 1 y fila I;
se tiene:

0,015-0,5=0,0075

El resultado se encuentra en el cuadro B.35, columna 1, fila 2.
C.9 Calculo de la incertidumbre debida a la pesada en el aire

Para este célculo pertinente a todos los métodos menos al GM se utiliza la siguiente

expresion:

J@ V), =u, (C.9)

Utilizando los datos del cuadro B.34, columna 2, fila 2; el cuadro A.1 la columna 4; y del

cuadro A.8, columna 3, se obtiene:

J0,00012 -[(124,894)- 0,5 — (62,421 + 24,983 + 24,981 +12,480) | = 2,6E - 06

El resultado se tabula en el cuadro B.35, columna 2, fila 2.

C.10 Calculo de la incertidumbre de los estimados
Para el célculo de la incertidumbre de los estimados de todos los métodos, excepto GM , se

utiliza la ecuacion:

\/u,.2 +uA2 +uB2 =Ug (C.10)



Utilizando los datos del cuadro B35, columna 2, filas 2, cuadro B35, columna 2, filas 1, y

cuadro B15, columna 3, filas 3, se tiene:

\/0,000924 +(2,6x107°)* +0,0075% = 0,031

El resultado se encuentra en el cuadro B10, columna 2, filas 2.



D. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

El siguiente anexo se mostrard como un procedimiento general para la calibracion de pesas
de alta exactitud para un laboratorio X. No es especifico ya que en el pais aun no existe

ningun laboratorio acreditado que calibre pesas en masa con exactitudes de E,.

El procedimiento a continuacion tendra lineamientos para que un laboratorio pueda utilizar
eventualmente utilizarlo como Guia. No obstante si se trata de calibracion de alta exactitud

no se recomienda el uso del método ortogonal como se demostr6 anteriormente.
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2. OBJETIVO Y ALCANCE.

Este procedimiento establece un procedimiento general para la calibracion de pesas de alta
exactitud6 mediante subdivision para pesas de valores nominales de 10n, 5n, 2n,2n,In,1n
con clase de exactitud EX

3. RESPONSABILIDADES.

Es responsabilidad del encargado del laboratorio de masa controlar este documento, asi

como garantizar el cumplimiento y la evaluacion periddica de este procedimiento

4. SEGURIDAD DEL PERSONAL

A la hora de transportar los juegos de pesas se debe tener la precaucion y hacerlo con

zapatos de seguridad, asi como con el cinturdn para levantar cargas.

5. CONDICIONES Y PREPARACION PARA LA CALIBRACION.

5.1. Condiciones ambientales.

Cambio de temperatura en la Ambito de la humedad
Clase de pesa
calibracion[1] relativa del aire

40 % a 60 % con un

El +0,3 °C /h y un maximo + 0,5 °C /12 h
maximo de =5°C /4 h

Este método no es recomendado para pesas de menor exactitud que E, debido a que existen variaciones que harian un
mal ajuste de los valores..



40 % a 60 % con un

E2 +0,7°C /h yun maximo+ 1 °C /12 h

maximo de = 10°C /4 h

40 % a 60 % con un
Fl +1,5°C /h y un maximo+2°C /12 h

maximo de = 15°C /4 h

40 % a 60 % con un
F2 +2°C /h yun maximo+ 3,5°C/12 h

maximo de = 15°C /4 h
Ml +1,5°C /h y un maximo+2°C /12 h -

5.2 EQUIPOS Y MATERIALES UTILIZADOS.

5.2.1 Comparador.

El instrumento para pesar debe al menos cumplir con las siguientes desigualdades [21]:

2 2
d_+S_ S
12 n

1 (D.1)
— EMT

En donde n es el nimero de mediciones d la resolucion y s la desviacion estandar.

Ademas se debe cumplir que el alcance maximo del instrumento vaya en concordancia con

el valor nominal de las pesas a calibrar y su combinacion en el caso de la subdivision.

Para poder calibrar pesas la incertidumbre expandida total combinada debe ser
1
U< EMT (D.2)

Con estos valores del instrumento necesario, el laboratorio podra evaluar segln la tabla de
los errores maximos tolerados de las pesas [OIML R-111] la necesidad de instrumento de

acorde con la exactitud de pesas y servicios que necesite realizar.



5.2.2. Patrones.

Se utilizard para calibrar dos pesas, un patron de verificacion y la pesa de 10n. Los patrones
requeridos para la calibracion de pesas clase E1, deberan ser pesas cuyas caracteristicas de
fabricacion correspondan a pesas clase El, pero cuya incertidumbre de calibracion sea
menor que la incertidumbre maxima requerida para las pesas clase E1 (aprox. 1/6 EMT

para k=2). Para la calibracion de pesas clase E2, los patrones deberan ser pesas clase E1

Instrumentos para medir las condiciones ambientales.

5.2.3. Medicion de temperatura

Se recomienda para pesas E1 y E2 hacer una caracterizacion de los gradientes de

temperatura del laboratorio.

Para el caso de las pesas de alta exactitud se necesitard un termometro de resolucion

adecuada esto dependera de la exactitud de las pesas.
Se deben de contar con termémetros con un intervalo de medicion que contenga la
temperatura de operacion. Es preferible que contenga un dispositivo de almacén de datos

para poder tener el comportamiento historico de la temperatura.

Si la temperatura no se mantiene dentro de los limites estipulados debe contarse con

controladores aire frio y caliente.

5.2.4. Medicion de humedad relativa

Se debe contar con un higrémetro colocado lo mas cerca de la balanza con el fin de ver el

comportamiento de la humedad.



En paises humedos se debe contar con deshumidificadores, y para el caso de las pesas de

alta exactitud, se debe contar con un control automatico para mantener estas condiciones

La resolucion del higrometro debe ser de resolucion adecuada el cual esté colocado lo mas

cercano posible a la balanza o comparador.

5.2.5. Medicion de presion barométrica

Se necesita un bardmetro de resolucion de adecuada para las pesas de alta exactitud.

5.2.6. Equipo auxiliares.

5.2.6.1. Tiempo de estabilizacion

Se necesita un crondmetro para calcular el tiempo de estabilizacion de la balanza, asi como

posteriormente calcular el tiempo entre lecturas.

5.2.6.2. Limpieza

Trapos limpios, de material que no bote residuos o pelusa
Pinceles de pelo fino, sin grasa
Solventes inertes

Papel que no suelte fibras

5.2.6.3. Manejo de pesas

Guantes de algodon o de piel tratada libre de grasa

Pinzas recubiertas de silicona o material antiestatico, su tamafio depende del tamafio de las

pesas.



Horquillas con materiales antiestatica de distintos tamafios para las pesas de 500 g hasta 5

kg

6. DESCRIPCION DE LA CALIBRACION

6.1. Condiciones iniciales.

Con el proposito de comprobar si las pesas se encuentran en condiciones de ser calibradas
se comprobaran los siguientes puntos

6.2. Examen exterior.

Se debe hacer el mapeo exterior de ralladuras e imperfecciones para cada una de las pesas

de acuerdo al procedimiento PT-XX.

6.3. Comprobaciones de susceptibilidad magnética.

Para esto se hara uso del procedimiento PG- XXX-08

7. PROCESO DE CALIBRACION.

7.1  Esquema de comparacion

El esquema de comparacion para el método ortogonal serd el siguiente:



1 1 1 1 0 N
1 1 1 0 1 Y,
-1 1 1 1 0 Y5
-1 1 1 0 1
500¢ Ya
0o -1 1 -1 1 Vs
0 1 1 1 1 200 -
- - Ys
*1200g * |=
o -1 1 1 -1 % ) (D3)
100g
o -1 1 1 -1 Ys
100g *
0o -1 0 1 1 Yo
o -1 0 1 1 Yio
o 0 -1 1 1 Vi
o 0 -1 1 1 Vi

7.2. Procedimiento

7.2.1. Medicion de y1

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Colocar la pesa de 200 g, la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200 g, 1a 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces



7.2.2. Medicion de y2

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Colocar la pesa de 200 g, la 200* g 100* g . Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200 g, 1a 200* g 100* g . Anotar la lectura. Retirar las pesas

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.3. Medicion de y3

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Colocar la pesa de 200 g, la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200 g, la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.



Repetir este ciclo 3 veces

7.2.4. Medicion de y4

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Colocar la pesa de 200 g, la 200* g 100* g . Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200 g, 1a 200* g 100* g . Anotar la lectura. Retirar las pesas

Colocar la pesa de 500 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.5. Medicion de y5

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora.

Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 200* g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 1la 200* g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.



Colocar las pesas de 200 g y la de 100g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora.

Retirar las pesas.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.6. Medicion de y6

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora.

Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 1la 200* g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 1la 200* g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora.

Retirar las pesas.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.7. Medicion de y7

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.



Colocar las pesas de 200 g y la de 100* g en la balanza. Anotar la lectura en la

comparadora. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100* g en la balanza. Anotar la lectura en la

comparadora. Retirar las pesas.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.8. Medicion de y8

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100* g en la balanza. Anotar la lectura en la

comparadora. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 1a 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 200* g y 100 g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de 200 g y la de 100* g en la balanza. Anotar la lectura en la

comparadora. Retirar las pesas.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.



Repetir este ciclo 3 veces

7.2.9. Medicion de y9

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesa de 200 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.10. Medicion de y10

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesa de 200 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.



Colocar la pesa de 200 g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.11. Medicion de y11

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesa de 200* g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200* g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

7.2.12. Medicion de y12

Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica inicial.

Colocar las pesa de 200* g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.



Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.
Colocar las pesas de la 100 g y 100* g. Anotar la lectura. Retirar las pesas.

Colocar la pesa de 200* g en la balanza. Anotar la lectura en la comparadora. Retirar la

pesa.
Anotar el valor de la temperatura, humedad relativa y presion barométrica final.

Repetir este ciclo 3 veces

8. REQUISITOS A CONSIDERAR

Realizar la prueba F y la prueba t al finalizar la calibracion. En caso en que no se cumplan
estas pruebas estadisticas repetir el proceso anterior hasta obtener valores satisfactorios. El

procedimiento para éstas pruebas se encuentran en el procedimiento P-XXX

La variacion de las condiciones ambientales no podra variar los valores limite de lo

contrario debe detenerse la calibracion

9. RESULTADOS.

9.1. Valores de las pesas

Calculo de las diferencias de lecturas de la balanza para el método ABBA [2]:

_ (Ll _L4)+(L2 _L3)
- 2

AL

(D.4)



Donde

Ly s el valor de la pesa(s) patron(es)

L es el valor de las pesa(s) desconocida(s)

L es el valor de la pesa(s) desconocida(s) mas la pesa de sensibilidad

Ly es el valor de la pesa(s) patron(es) mas la pesa de sensibilidad

Las unidades de L divisiones de la balanza
9.2. Calculo de la pesada en el aire

Para el calcular el valore de la pesada en el aire se utilizara la siguiente ecuacion7:
y= Am_pa (Vr _Vx)_gq/uste (DS)
Donde

Am | ¢s la diferencia en lecturas de la balanza entre la pesa (o grupo de pesas) r y la pesa (o
grupo de pesas) X,

Pa , es la densidad del aire al momento de la medicion,

V, , s el volumen de la pesa (o grupo de pesas) r

* _es el volumen de la pesa (o grupo de pesas) X,

E e . (- : 2
yuste " es el error del ajuste, cuya esperanza matematica es cero, y varianza 9

7 En el método tradicional [4] se realiza la regresion a los valores de la lectura la balanza suponiendo invariable la densidad del aire



Con :

Am = ALS,” (D.6)

Donde

AL | es la diferencia de lecturas de la balanza

-1
5, , la sensibilidad inversa de la balanza8, la cual es la unidad de cambio de masa por

cada division de la balanza
9.3.  Volumen del patrén

El volumen del patréon se calculara dependiendo de la yi que se esté calculando por ejemplo

para el y3 la ecuacion (D.3)

Ve =Vsoo (D.7)

Donde el valor de volumen es el valor obtenido del certificado de calibracion.

9.4. Volumen de las pesas

El volumen de las se calculard dependiendo de la yi que se esté calculando por ejemplo

para el y3 la ecuacion (D.3)

Vp = Vzoo + Vzoo* + VlO() (D.8)

8 Para el caso de este trabajo este valor fue 1, no obstante no siempre la balanza se comporta de esta forma



Donde los valores de volumen son los valores obtenidos del certificado de calibracion para

las pesas

9.5. Calculo de los estimados de masa

Los estimados de masa se obtendran de la resolucion de los MCO, mediante la siguiente

ecuacion

Bueo = (X7 X)' XY

(D.9)

En donde los elementos del vector B Mco | son los valores de masa que se reportan como

correcciones, esta es una solucion analoga y mas simple que [4].

9.6. Calculo de los errores

El vector de errores debidos al ajuste se calculard de la siguiente forma:
e=Y - XIBMCO

Este vector permitira calcular la componente de la incertidumbre tipo A.

La varianza debida al ajuste de los MCO G2, se obtiene de,

T
Donde € es el vector error transpuesto

v son los grados de libertad:

(D.10)

(D.11)



V=m-—n (D.12)
Los cuales son la resta del nimero de ecuaciones menos el numero de columnas.
9.7. CALCULO DE INCERTIDUMBRES
9.7.1 Incertidumbre tipo A
Incertidumbre debida al ajuste

Esta incertidumbre se calcula mediante la siguiente ecuacion:
cov(Byeo )= (XX )52 (D.13)

En donde © ’ es la varianza debida al ajuste de los MCO o2, se obtiene de,

o2 = e e (D.14)
m-—n
Ademas

X es la matriz de ”X"  [lamada matriz de disefio, para este caso formada por ceros y

unos, segun sea el esquema de comparacion.

m es el nimero de filas de la matriz X .

n es el nimero de columnas de la matriz X .



cov( ) . . . .
Prco es la matriz "MXM | ]lamada matriz de varianza-covarianza

ees el vector de errores de X1 ¢] cual tiene esperanza matematica cero.

La incertidumbre estdndar tipo A por lo tanto se obtendrd de la raiz cuadrada de los
elementos correspondientes de la matriz de varianza covarianza. Esto brindara la
incertidumbre tipo A para cada una de las pesas.

9.7.2 Incertidumbre Tipo B

Incertidumbre debida al patron

Se utilizar4 un factor de ponderacion [3] 7, el cual sera igual a la relacion entre la masa a

. m .. m
calibrar "' y la masa de la referencia =7

h=— (D.15)

La incertidumbre debido al patron seré:

h-u(m.)=u, (D.16)

De donde la incertidumbre del patron es una incertidumbre con una distribucion rectangular

que proviene de un certificado de calibracion

u(m,) = l?{’ (D.17)

Donde * es el factor de cobertura del certificado.



Incertidumbre debida a la densidad del aire

Incertidumbre debida a la presion barométrica [2]

La incertidumbre de la presion barométrica tiene 3 componentes fundamentalmente;
Incertidumbre de resolucion del barometro:

d
Uy =—— (D.18)

V12

En donde @ es la resolucién del barometro y se asume una distribucién rectangular.

Incertidumbre debida a la calibracion del barometro:

u =

cal

U
" (D.19)

Donde k es el factor de cobertura para de una distribucion normal de una incertidumbre

expandida U

Incertidumbre de las variaciones de presion:

y =P Pr (D.20)

Asumiendo una distribucion triangular y con Poa presion al incio y Pria presion final.



La incertidumbre combinada debido a la presion del aire sera:

u(p) = \/uvar2 + ucal2 + ud2 (D20)

Incertidumbre debida a la temperatura de aire
La incertidumbre de la temperatura del aire tiene 3 componentes fundamentalmente;

Incertidumbre de resolucion del termoémetro:

u, =

d
—— D.21
T (D.21)
En donde @ es la resolucién del termoémetro y se asume una distribucion rectangular.

Incertidumbre debida a la calibracion del termometro:

u =

cal

U
" (D.22)

Donde k es el factor de cobertura para de una distribucion normal de una incertidumbre

expandida U

Incertidumbre de las variaciones de temperatura durante la calibracion:

u, = (D.23)



Asumiendo una distribucion triangular con T, la temperatura incial y ~/ la temperatura

final.

La incertidumbre combinada debido a la temperatura del aire sera:

uT = \/uvar2 + uca12 + ud2 (D24)

Incertidumbre debida a la humedad relativa
La incertidumbre de la humedad relativa del aire tiene 3 componentes fundamentalmente;

Incertidumbre de resolucion del higrometro:

U, = E (D.25)

En donde 9 es la resolucion del higrometro y se asume una distribucién rectangular.

Incertidumbre debida a la calibracion del higrometro:

u =

cal

U
- (D.26)

Donde k es el factor de cobertura para de una distribucion normal de una incertidumbre

expandida U

Incertidumbre de las variaciones de humedad relativa durante la calibracion:



U, =———=>— (D.27)

Asumiendo una distribucion triangular con a, la humedad incial y H, la humedad final.

La incertidumbre combinada debido a la humedad relativa del aire en el momento de la

calibracion sera:

Uy = \/uvarZ Yu +ud2 (D.28)

cal

La incertidumbre debida a la densidad del aire sera:

2 2 2 2 2
U, =i iy iy, by (D.29)

Con “r1a incertidumbre de la ecuacion del los gases ideales y ~““* la incertidumbre de la

ecuacion utilizada para el ajuste de la densidad del aire [2]
Incertidumbre debida a la pesada en el aire

La incertidumbre de la pesada en el aire para cada pesa se calcula de la siguiente forma:

V. =V,h,)’ -upf =u, (D.30)

En donde Ve es el volumen de la pesa a la cual se le calcula la incertidumbre y Vo es la pesa

patron.

Incertidumbre tipo B



La incertidumbre tipo B se calcula combinando la incertidumbre de la pesada en el aire con

la incertidumbre debido al patréon, una vez combinada la incertidumbre tipo B sera:

utipoB = Vurz +u32 (D31)

Incertidumbre combinada de los estimados de masa

La incertidumbre de los estimados de masa seréd la suma de la incertidumbre tipo A con la

incertidumbre tipo B:

Ug :\luA2+uBz (D.32)

10 CONTROL ESTADISTICO DE LA MEDICION

10.1. Prueba F
Ver procedimiento Prueba F XXX-08

10.2. Prueba T
Ver procedimiento Prueba T- XXX

Si alguno de estos valores no pasa las pruebas de control estadistico repetir la calibracion.
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12. REGISTROS.

Los datos recolectados seran almacenados en registro XXX-XXX



13. ANEXOS.

12.1 Cuadro de EMT por OIML [1]

Valor Am
Nominal (mg)

Clase E1 Clase E2 Clase F1 Clase F2 Clase M1 Clase M2 Clase M3
50 kg 25 75 250 750 2500 7 500 25000
20 kg 10 30 100 300 1 000 3000 10 000
10 kg 5 15 50 150 500 1500 5000
5kg 2,5 7,5 25 75 250 750 2500
2 kg 1,0 3,0 10 30 100 300 1 000
1 kg 0,5 1,5 5 15 50 150 500
500 g 0,25 0,75 2,5 7,5 25 75 250
200 g 0,10 0,30 1,0 3,0 10 30 100
100 g 0,05 0,15 0,5 1,5 5 15 50
50¢g 0,030 0,10 0,30 1,0 3,0 10 30
20g 0,025 0,080 0,25 0,8 2,5 8 25
10g 0,020 0,060 0,20 0,6 2 6 20
5¢g 0,015 0,050 0,15 0,5 1,5 5 15
2¢g 0,012 0,040 0,12 0,4 1,2 4 12
lg 0,010 0,030 0,10 0,3 1,0 3 10
500 mg 0,008 0,025 0,08 0,25 0,8 2,5
200mg 0,006 0,020 0,06 0,20 0,6 2,0



100 mg
50 mg
20 mg
10 mg
Smg

2 mg

1 mg

0,005
0,004
0,003
0,002
0,002
0,002
0,002

0,015
0,012
0,010
0,008
0,006
0,006
0,006

0,05
0,04
0,03
0,025
0,020
0,020
0,020

0,15
0,12
0,10
0,08
0,06
0,06
0,06

0,5
0,4
0,3
0,25
0,20
0,20
0,20

1,5




